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Magnituds mecaniques (i

Entitat matematica utilitzada en
la representacio:

Temperatura Escalar

Tenen naturaleses <

diferents entre si Vector

Tensio Tensor
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* Elements d’'un conjunt anomenat espail vectorial,

 Han de permetre I'execucid de dues operacions:

Suma vectorial: ut+v=w

Producte per un nombrereal: ca=Db

* Es representen amb lletres minuscules en negreta,;
» Escalars: lletres minuscules en cursiva;

« Matrius | tensors: lletres majuscules en negreta.
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En un sistema de coordenades cartesianes €

E/V — vle]%_ + vzez + U3eg

N7

~ Vectors unitaris
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Producte intern o escalar (i

Definicio: Interpretacido geometrica

u-v = ||ull[|vlcos@ =c
Correspon a la
projeccio del vector

u sobre el vector v,

0 viceversa
Propietats:
Commutativitat u-v=v-u=_=
Distributivitat (au+bv) -w=a(u-w) + b(v-w)

Positivitat u-u > 0,peraqualsevolu # 0

‘@@@@ D. Borges (UPC)  Conceptes matematics preliminars 7



Producte escalar en una base ortogonal

Mitjancant el producte escalar:

T
u-v = [lullllvllcos () = 0

Expressant el vector en funcio de les components en una base ortonormal:
Uu-v= (u161 + Uu,€e, + U3e3) . (Ulel + Vy€, + v3e3)
u-v

=uvi(eq - e) +uvy(eq - ey) +ugvz(er - e3) +uyvi(e; - eq) +uyvy(e; - ey) +uva(e; - ez)
+ uzv (ez - e) + uzv,(e; - e;) + uzvz(es - e3)

Uu-v=umnv + U, - + U3V3

V1
V= [Uz} ‘ U-V=1uv +UVy +UV3 = UV

U3

O




Producte vectorial (i

lu x v|| = [|u]|||v]| sin 8 = Area del paral-lelogram
uxyv

A\
u
>
u
i j K
u><v=u1 U, Ug
vVXu Vi V2 U3
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Volum d’un paral-lelepipede

Volum = Area del paral-lelogram * Altura
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Volum d’un paral-lelepipede

Volum = Area del paral-lelogram * Altura
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Exercicis (i

(4 (5) X1 20 28 1
u=<0} V=17¢ X={xz A=1]0 0O O

3 (1. 15 21 3.

Ax =

(uv')x =
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Transformacio lineal

X1 X2

g M= Y1 3’2] y1 P =(xzy2)

> L
e, ;11 . a= (9:1x V1)
- [ I6-6
() o 3106
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Producte tensorial (i

Aguest producte entre vectors dona lloc a una nova entitat
matematica, anomenada tensor.

Si fem:

v=ab-u)=ca mp Vector en la direccio d’a, amb modul dependent del
- B producte escalar entre b i u

Aguesta expressio transforma el vector u en el vector v. S’observa
gue I'operacio es lineal respecte dels vectors a i b:

v=a(b-(cu+dv))=ca(b-u)+da(b-v)
Els vectors a i b defineixen I'operacio d’un tensor.
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Producte tensorial (i

Un tensor és, per definicid, una entitat (un operador) que produeix
una transformacio lineal sobre vectors, transformant-los en vectors

diferents.

v=a(b-u)

v=Au
A =a®b # El producte tensorial entre vectors dona lloc a un tensor.

v=Au=(a®b)u=a(b:u)
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Producte tensorial: operacions matricials (i

Considerant una base cartesiana:

v=Au=(a®b)u=a(b-u) =ab'u

aq Uq)
V= <a2} {by b, b3} {uz >
\a3 Uz)
a;by a.b, a;{bs](up) a,b; a.b, ai{bs
v=|a,b; ayb, a,b;|{u,; wmp A =|a,b; ayb, a,b;
aszb, asb, asbs|\Us, asby azb, azbs
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Introducclio a la notacio indicial

> L'interval de variacio és un conjunt de
nombres enters de I'1 a I'n.

» En mecanica, habitualment, nés 1, 2 o 3.
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Notacio indicial (i

[ Convencié de repeticio
Ap1x +Apxy + -+ Ainxy, = by | o p. |
(s'introdueix I'index lliure i)

A21x1 + Azzxz + -+ Aann —_ bz

q Ailxl + Aizxz + .-+ Ainxn = bi

CAnixg + Apaxy + o+ Apnxy = by

Es pot condensar introduint Convencié de suma
I'operador de sumatori. (index repetit j)

Com es pot
representar u - v

n
q ZAUX] — bi q Al]x] — bi amb notacio
j=1

indicial?

)
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Delta de Kronecker (i

1 .. | com es pot
Si: = L= representar en forma
t 0 ,i#]j

matricial?

O,
Exemplos de aplicacao:
axi OAL
e e =& 5%, Ou - Ak]l = 6 6j1 a;8;; = a
Operador de +1 se(i,j, k)é(1,2,3)ou(2,3,1)ou(3,1,2)
permutacao gk =4—1 se(i,j,k)é(321)ou(l1,3,.2)ou(2,1,3)
0 sei=jouj=kouk=1Ii
€ijk = —Sjik = jki
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Exercicis (i

Considereu que els indexs varien de I'1 al 3.

a) 6;; =

b) 511 U =

C) 6;jAjk
d) 5115]]( —

e) 61]511 =

21
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Operador de permutacio (Levi-Civita) &

(41 si(i,j, k) és (1,2,3) 0 (2,3,1) 0 (3,1,2)
gijk =4—1 si(i,j,k)és(3,2,1)0(1,3,2)0(21,3)
0 sii=j,o0j=ko0k=1

\

auxv=
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Components d’'un tensor

Donada una base ortonormal, les components d’'un tensor arbitrari A
(A;) s'obtenen fent:

Exemple:

Az =ey,-Ae; ={0 1 0}|A21 Ay Ay

_A11 A A13- {0}
_A31 As; A33_

Az ={0 1 0}4423 ;=453
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Tensor en funcio dels vectors de la base

3 3
A= Au(el®ej =zz l](ei®ej)
i=1 j=1

A=A4,,(e;®e)+A(e; @ ey) + -+ Az3(e; B es)

1 1 0
0 0 1
1 0 O 0 1 0 0 0 O
A=A11 0O 0 O +A12 0O 0 O ++A33 0O 0 O
0 0 O 0 0 O 0 0 1
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Operacions tensorials

Suma de tensors

A=B+C ‘ Al]=Bl]+Cl]

Tensor aplicat sobre un vector

3
v=Bu > Vi=23ijuj
=1

Transposicio d’'un tensor:

A=Aij ‘ AT =Aji

‘@@@@ D. Borges (UPC)  Conceptes matematics preliminars
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(doble contraccid)

3
a=A:B= zAl]Bl]
=1 j=1

Producte entre tensors:

3
C=AB mp (= EAikBkj
k=1

26



tr A

3
= z Aj;
i=1

A:B=tr(A™B) =tr(BAT) = tr( BTA) = tr(A BT)

A BT

ABT =

‘11 Q12 Aq931|b11 byq
Az1 Az Q3||biy by,
31 432 A33l|bi3 by3

a11b11 + a12b12 + ag3bg3
ap1b11 + azbq5 + az3by3

|az1b11 + azybyy + azsbys

a11by1 + ay2byp + aq3b,3
(p1by1 + azbp; + az3by3
(31by1 + azyby; + azzbys

‘@@@@ D. Borges (UPC)  Conceptes matematics preliminars
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Exercicis (i

auxv=
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A71A =1

-1 _p—1xA-1 _ .
(AB) B—"A det (A™1) = et )
(CA)—l — %A—l (AT)—l — (A—l)T
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Multiplicacié de matrius (i

11 A12 Q13 Q14 Q157 |b11| by, biz bysa bis] €11 €12 €13 Cia Cis
Az1 Az Q23 Qz4 QAgs :bz1: by  by3  bysy bys C21 Cz2 €23 C4 C35
A3y A3z Q33 Qg4 0A3s||b3q b3y bsz b3y bis|=|C31 C32 C33 C34 C3s
Qg1 Agp Q43 Q44 GQ4s :b41: bsy baz bas baus Ca1 Caz C43 Caqa  Cus
451 G52 Asz  Qsg4 Gsslybeyy bs, bsz bsy bssl 651 G52 Cs3 Csa Csse

La multiplicacio de matrius es pot entendre com el calcul de diversos productes
escalars, on els vectors queden definits per les files | les columnes de les matrius.

Exemple:

-
C11 = A11b11 + a12bp1 + ay3b3q + A14byq + aq5b5q
a;! =(A11 Q12 Q13 Ayq  Ags) > ¢4 =a; bl=a;-b!
T
1T _
b* =(by1 by1 b3y by bsq) )
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Producte escalar | matrius

ATA

ATA =D

=

Ai2 13
Az dz3
dz; dz3
Asgp Qg3
dsz 0as3

sent D una matriu diagonal

al-a
m)
a’-a

1=b11
121921:0
1=b31=0

?=b;; =0
? = by
?=bh3 =0

‘@@@@ D. Borges (UPC)  Conceptes matematics preliminars
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Matrius ortogonals

2. a1 _ _ = =
ATA=|a;3 a3 az3 Q4 Aas3||Az1 Az A3z Q34 A3s ‘ a‘-a =by; =0 a’-a’=by, =1

ATA =1 sent | la matriu identitat

‘@@@@ D. Borges (UPC)  Conceptes matematics preliminars 32



Simetria | descomposicio

Tensor simetric: Tensor antisimetric:

A — AT ‘ Al] — A]l A — —AT » Al] — _A]l

Tot tensor M es pot descompondre univocament, de manera additiva, en
un tensor simetric i1 en un altre d’antisimetric:

M+MT M-MT
=— + 5 =S+A

M
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Simetria | contraccio doble

La doble contraccido d’'un tensor simetric amb un d’antisimetric és nul-la:

La doble contraccido d’'un tensor simetric amb un tensor arbitrari és:
0

S:M=S:(MS+M‘J‘)=S:MS+S/6Ia

S:M=S:M°
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Determinants e

All A12 A13
detA — A21 A22 A23
A31 A32 A33

det(AB) = det AdetB

detAT = detA

detA =0 - A éssingular
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Determinants: interpretacio geometrica

Considereu una matriu (tensor de 2n ordre) com una transformacio lineal:

’ y 1 b=z Y.
M | )
— .
e, ‘A1>§ - - <9:1x .
€4
X1 X271(1
4 V1 }’2] {0} =
M = [;C’i ;C’z] ‘ b — X1 le {O} B
lyr Yol l1)

‘@@@@ D. Borges (UPC)  Conceptes matematics preliminars
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Determinants: interpretacio geometrica

Exemple Y
P b= 3
y A A,
. > X
M a=(2 0)
e2 A1 y A
- > x
€1
b=(1 1)
i
= > X
a=(1 0)

@ D. Borges (UPC)
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2 0
M_[o 3
Ay = 64,
o1
M_o 1
A, = 14,
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Determinants: interpretacio geometrica

a= (X1 Y1)

X "X
a = (|lal| cos(a) |lall sin(a))

b = ([[bl[ cos(8) |[b]| sin(B))
A, = |[a]ll|b]| sin(8 — a) = ||a]|||b]|(sin(B) cos(a) — sin(a) cos(B)) El determinant d’'una
transformacio lineal dona

A, = ||a]| cos(a) [|b]| sin(B) — ||a]| sin(«) ||b]| cos(B) el factor d’escala de
I'area formada pels
vectors unitaris.

Ay = x1y, — xy; = det(M) 44
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Vector en diferents bases

» El vector no canvia,
Independentment de
la base utilitzada.

» EIl que canvia son
les seves
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Relacid entre les bases vectorials

e, = (e;-e)e; + (e, -ey)e, +(e;-e3)e;

\

€; - e;= ||&]l]|ej|| cos(e;, e;)

éi . e]'= COS(éi, e])

€ =Qi1€+012€, +0Q13€;3 L/ei/Z? e, }

e, = (1 e+ 0 e+ 03e;3 ‘ e, = Up; €
€3 = (31 €; + (32 €; + (33 €3 7.'
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Canvi de base d’'un vector
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Canvi de base d’'un tensor

S’observa a continuacio que les components d’'un tensor canvien segons
la base vectorial adoptada. Tanmateix, el tensor en si és independent
de |la base respecte de la qual s’han definit les seves components.

A=A;(e;®ej) = Ap(e, ®e;)

A =4y, ((Qpi e;)®(Qq; ej)) Aij = ApqQpiQqj

_ A=0QTA
A= quQpquj(ei®ej) Q' AQ

A;j A=QAQ’
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Matriu de rotacio (i

Una rotacid d’'un vector no en modifica la norma. :

La matriu de
rotacié eés una

v=Qv ”‘—,” — ”V” .\6'_ matriuw

/\y

<
<l
—
<l
|
<

viQiQv=v'lv mp QTQ =1
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Introducié (i

» Cada punt/particula d’'un cos esta associat a una magnitud fisica;
per tant, admetem que aguesta magnitud es funcio del punt material,
és a dir, varia d’'un punt a un altre.

> Aleshores tindrem:

Funcions escalars a(x,t) = a(xq, Xy, X3, t)

(11 (x1))  (v1(x1, %2, X3,1)
Funcions vectorials vix,t) =< v,(x,t) V5 (X1, %5, X3, 1)
\V3 (x, t)) U3 (X1, X2, X3, t)}

~"
A
Y

Funcions tensorials A(x,t) = A(xq, Xy, X3, 1)
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Operador nabla &

Funcions escalars a(x,t) = alxq, x5, x3,t) = a(x;, t)
y _ 0 a(xq, x5, x3,t)
Notacid per a derivades Py = d;a(xj,t) = a;(x;,t)
i
2
d x4
Operador nabla V(i )= 9 = 0 )ei
d x, d x;
0
W, X3J
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Operacions amb I'operador nabla

Divergencia

Rotacional

Laplacia

Hesslana

div( )=V-( )=aa(xl_)-ez

rot( )=Vx( )=ei><aa(xi)

V2( ) =V-V( )=aa;_(aii

W( )=VE& V( )=;;(a;jei®ej
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Operacions amb I'operador nabla

dON

Gradient: v( )= -

Funcions escalars Funcions vectorials

91 U1 U2 U3
Vg(x) = {9,2} Vu(x) = lu2,1 Uz2 uz,ew

93 Uzq1 Uz U33

Rotacional:

= eixej=—€ijk €
d Xi 0 Xi

rot (u) =Vx(u) =e; X
axl-
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VA(xX) =V A(x)

A, -
VA(x) = a_xl,iei K e X ey
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Funcions vectorials

9, (uj ej) du; du;
0 x; 8T axle] ei_ax d

divu=V-u= ij = U1 T Uzz + U3z

Funcions tensorials

A + A + A
0 (Aik €; X ek) P aAlk (e o ) o = aAij . A11,1 N A12,2 s A13,3
d xj J 7 9y VL k) ¥j — € 21,1 22,2 23,3

x.
J J Azq 1+ A3z, + A333

divA=V-A=

Fixeu-vos gque la divergencia d’un vector es un escalar, i la
divergencia d’'un tensor és un vector.
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Divergencia d’un producte

Au = |4, Ay, Axsz|jUz Ayyuy + Ayouy + Arsug

A1; Az Az {ul} Aj1uq + Aqpup + Ag3us
Az1 Azx Azz[\U2 Azquy + Azpup + Azzus

0 0 d
V- (Au) = — (A11uq + Apuy + Aqzuz) + w— (Az1uq + Apouy + Apzuz) + =— (Azquq + Azpuy + Azzus)
0x4 dx, 0x3

V- (Au)
= A111Uy T Ajquqy 1+ Ago Uy + AjpUy g + AgsqUs + AgsUs g + Agi Uy + AsqUy o + Agp Uy + Agply
+ Ayz Uz + ApsUz o + Azq3uy + AgqUy 3 + AzpzuUy + Agply 3 + Az sus + Asslizs

V- (Au)
= (A11,1 + 45,5, + A31,3)u1 + (A12,1 + Ay, + A32,3)u2 + (A13,1 + A3, + A33,3)u3 + Aj1uyq + AgouUyp 4
+ Aj3U3q + AxqUy 5 + ApoUy o + Ajsus o + Agquy 3 + AUy 3 + Asslisg

V- (Au) = (divAT) -u+ AT : Vu
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Teorema de la divergencia

Sia un cos B 1 una porcio d'aquest que ocupa una regio Q a l'espail, |
sigui I' el contorn de Q.

T Cas escalar: f Va dQ) = f andl
Q I
n(x)
21 / il V-udQ=du- ndl
Q Cas vectorial: udl==%¢u-n
Q I
X
>
& Cas tensorial: f V-AdQ = ffA -ndl
X3
Q &
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