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Operacions vectorials
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Magnituds mecàniques
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Temperatura

Força

Tensió

Entitat matemàtica utilitzada en 
la representació:

Escalar

Vector

Tensor

Tenen naturaleses
diferents entre si
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Vectors
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• Elements d’un conjunt anomenat espai vectorial;

• Han de permetre l’execució de dues operacions:

𝐮𝐮 + 𝐯𝐯 = 𝐰𝐰

𝑐𝑐 𝐚𝐚 = 𝐛𝐛

• Es representen amb lletres minúscules en negreta;

• Escalars: lletres minúscules en cursiva;

• Matrius i tensors: lletres majúscules en negreta.

Suma vectorial:

Producte per un nombre real:
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En un sistema de coordenades cartesianes
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𝑥𝑥1

𝑥𝑥2

𝑥𝑥3

𝐯𝐯 = 𝑣𝑣1𝐞𝐞1 + 𝑣𝑣2𝐞𝐞2 + 𝑣𝑣3𝐞𝐞3

𝐞𝐞1

𝐞𝐞2

𝐞𝐞3

Vectors unitaris



D. Borges (UPC)

Producte intern o escalar
Interpretació geomètrica
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𝐮𝐮 � 𝐯𝐯 = 𝐯𝐯 � 𝐮𝐮 = 𝑐𝑐

𝐮𝐮 � 𝐯𝐯 = 𝐮𝐮 𝐯𝐯 cos𝜃𝜃 = 𝑐𝑐
Correspon a la 

projecció del vector 
u sobre el vector v, 

o viceversa

Definició:

Propietats:

𝑎𝑎𝐮𝐮 + 𝑏𝑏𝐯𝐯 � 𝐰𝐰 = 𝑎𝑎 𝐮𝐮 � 𝐰𝐰 + 𝑏𝑏 𝐯𝐯 � 𝐰𝐰

𝐮𝐮 � 𝐮𝐮 > 0, per a qualsevol 𝐮𝐮 ≠ 𝟎𝟎

Commutativitat

Distributivitat

Positivitat
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Producte escalar en una base ortogonal
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𝐮𝐮 � 𝐯𝐯 = 𝐮𝐮 𝐯𝐯 cos𝜃𝜃 = 𝑐𝑐

𝐮𝐮 =
𝑢𝑢1
𝑢𝑢2
𝑢𝑢3

𝐯𝐯 =
𝑣𝑣1
𝑣𝑣2
𝑣𝑣3

𝐮𝐮 � 𝐯𝐯 = 𝑢𝑢1𝑣𝑣1 + 𝑢𝑢2𝑣𝑣2 + 𝑢𝑢3𝑣𝑣3 = 𝐮𝐮T𝐯𝐯

Mitjançant el producte escalar:

Expressant el vector en funció de les components en una base ortonormal:
𝐮𝐮 � 𝐯𝐯 = 𝑢𝑢1𝐞𝐞1 + 𝑢𝑢2𝐞𝐞2 + 𝑢𝑢3𝐞𝐞3 � 𝑣𝑣1𝐞𝐞1 + 𝑣𝑣2𝐞𝐞2 + 𝑣𝑣3𝐞𝐞3

𝐮𝐮 � 𝐯𝐯 = 𝐮𝐮 𝐯𝐯 cos
𝜋𝜋
2

= 0

𝜃𝜃 =
𝜋𝜋
2

𝐮𝐮 � 𝐯𝐯
= 𝑢𝑢1𝑣𝑣1 𝐞𝐞1 � 𝐞𝐞1 + 𝑢𝑢1𝑣𝑣2 𝐞𝐞1 � 𝐞𝐞2 + 𝑢𝑢1𝑣𝑣3 𝐞𝐞1 � 𝐞𝐞3 + 𝑢𝑢2𝑣𝑣1 𝐞𝐞2 � 𝐞𝐞1 + 𝑢𝑢2𝑣𝑣2 𝐞𝐞2 � 𝐞𝐞2 + 𝑢𝑢2𝑣𝑣3 𝐞𝐞2 � 𝐞𝐞3
+ 𝑢𝑢3𝑣𝑣1 𝐞𝐞3 � 𝐞𝐞1 + 𝑢𝑢3𝑣𝑣2 𝐞𝐞3 � 𝐞𝐞2 + 𝑢𝑢3𝑣𝑣3 𝐞𝐞3 � 𝐞𝐞3
𝐮𝐮 � 𝐯𝐯 = 𝑢𝑢1𝑣𝑣1 + 𝑢𝑢2𝑣𝑣2 + 𝑢𝑢3𝑣𝑣3
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Producte vectorial
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𝐯𝐯

θ
𝐮𝐮

𝐮𝐮 × 𝐯𝐯

𝐯𝐯 × 𝐮𝐮
𝐮𝐮 × 𝐯𝐯 =

𝐢𝐢 𝐣𝐣 𝐤𝐤
𝑢𝑢1 𝑢𝑢2 𝑢𝑢3
𝑣𝑣1 𝑣𝑣2 𝑣𝑣3

𝐮𝐮 × 𝐯𝐯 = 𝐮𝐮 𝐯𝐯 sin𝜃𝜃 = Àrea del paral·lelogram

𝐯𝐯

θ

𝐮𝐮

𝐯𝐯 sin𝜃𝜃
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Volum d’un paral·lelepípede
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Volum = Àrea del paral·lelogram * Altura
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θ

Volum d’un paral·lelepípede
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𝐯𝐯
𝐮𝐮

Volum = Àrea del paral·lelogram * Altura𝐮𝐮 × 𝐯𝐯
𝐰𝐰
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Exercicis
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𝐮𝐮 =
4
0
3

𝐯𝐯 =
5
7
1

𝐮𝐮 𝐯𝐯⊤ 𝐱𝐱 =

𝐀𝐀 =
20 28 1
0 0 0

15 21 3

𝐀𝐀 𝐱𝐱 =

𝐱𝐱 =
𝑥𝑥1
𝑥𝑥2
𝑥𝑥3
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Transformació lineal

𝐞𝐞1
𝐞𝐞2 𝐴𝐴1

𝐴𝐴𝟐𝟐

𝐛𝐛 = 𝑥𝑥2 𝑦𝑦2

𝐚𝐚 = 𝑥𝑥1 𝑦𝑦1

𝑥𝑥

𝑦𝑦

𝑥𝑥

𝑦𝑦𝐌𝐌 =
𝑥𝑥1 𝑥𝑥2
𝑦𝑦1 𝑦𝑦2
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𝐚𝐚 =
𝑥𝑥1 𝑥𝑥2
𝑦𝑦1 𝑦𝑦2

1
0 =

𝑥𝑥1
𝑦𝑦1

𝐛𝐛 =
𝑥𝑥1 𝑥𝑥2
𝑦𝑦1 𝑦𝑦2

0
1 =

𝑥𝑥2
𝑦𝑦2

𝐞𝐞1 = 1
0

𝐞𝐞2 = 0
1
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Producte tensorial
Aquest producte entre vectors dona lloc a una nova entitat
matemàtica, anomenada tensor.
Si fem:
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𝐯𝐯 = 𝐚𝐚 𝐛𝐛 � 𝐮𝐮 = 𝑐𝑐𝐚𝐚 Vector en la direcció d’a, amb mòdul dependent del 
producte escalar entre b i u

𝐯𝐯 = 𝐚𝐚 𝐛𝐛 � 𝑐𝑐𝐮𝐮 + 𝑑𝑑𝐯𝐯 = 𝑐𝑐 𝐚𝐚 𝐛𝐛 � 𝐮𝐮 + 𝑑𝑑 𝐚𝐚 𝐛𝐛 � 𝐯𝐯

Aquesta expressió transforma el vector u en el vector v. S’observa
que l’operació és lineal respecte dels vectors a i b:

Els vectors a i b defineixen l’operació d’un tensor.
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Producte tensorial
Un tensor és, per definició, una entitat (un operador) que produeix
una transformació lineal sobre vectors, transformant-los en vectors
diferents.

Conceptes matemàtics preliminars 15

𝐯𝐯 = 𝐚𝐚 𝐛𝐛 � 𝐮𝐮

𝐯𝐯 = 𝐀𝐀 𝐮𝐮

𝐀𝐀 = 𝐚𝐚⨂𝐛𝐛 El producte tensorial entre vectors dona lloc a un tensor.

𝐯𝐯 = 𝐀𝐀 𝐮𝐮 = 𝐚𝐚⨂𝐛𝐛 𝐮𝐮 = 𝐚𝐚 𝐛𝐛 � 𝐮𝐮
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Producte tensorial: operacions matricials
Considerant una base cartesiana:

Conceptes matemàtics preliminars 16

𝐯𝐯 = 𝐀𝐀 𝐮𝐮 = 𝐚𝐚⨂𝐛𝐛 𝐮𝐮 = 𝐚𝐚 𝐛𝐛 � 𝐮𝐮 = 𝐚𝐚𝐛𝐛T𝐮𝐮

𝐯𝐯 =
𝑎𝑎1
𝑎𝑎2
𝑎𝑎3

𝑏𝑏1 𝑏𝑏2 𝑏𝑏3
𝑢𝑢1
𝑢𝑢2
𝑢𝑢3

𝐯𝐯 =
𝑎𝑎1𝑏𝑏1 𝑎𝑎1𝑏𝑏2 𝑎𝑎1𝑏𝑏3
𝑎𝑎2𝑏𝑏1 𝑎𝑎2𝑏𝑏2 𝑎𝑎2𝑏𝑏3
𝑎𝑎3𝑏𝑏1 𝑎𝑎3𝑏𝑏2 𝑎𝑎3𝑏𝑏3

𝑢𝑢1
𝑢𝑢2
𝑢𝑢3

𝐀𝐀 =
𝑎𝑎1𝑏𝑏1 𝑎𝑎1𝑏𝑏2 𝑎𝑎1𝑏𝑏3
𝑎𝑎2𝑏𝑏1 𝑎𝑎2𝑏𝑏2 𝑎𝑎2𝑏𝑏3
𝑎𝑎3𝑏𝑏1 𝑎𝑎3𝑏𝑏2 𝑎𝑎3𝑏𝑏3
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Notació indicial
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Introducció a la notació indicial
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𝑥𝑥

𝑦𝑦

𝑧𝑧

𝑥𝑥1

𝑥𝑥2

𝑥𝑥3

𝑃𝑃 𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧 𝑃𝑃 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3

 L’interval de variació és un conjunt de 
nombres enters de l’1 a l’n.

 En mecànica, habitualment, n és 1, 2 o 3.
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Notació indicial
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Convenció de repetició
(s’introdueix l’índex lliure i)

𝐴𝐴11𝑥𝑥1 + 𝐴𝐴12𝑥𝑥2 + ⋯+ 𝐴𝐴1𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑏𝑏1
𝐴𝐴21𝑥𝑥1 + 𝐴𝐴22𝑥𝑥2 + ⋯+ 𝐴𝐴2𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑏𝑏2

⋮

𝐴𝐴𝑛𝑛1𝑥𝑥1 + 𝐴𝐴𝑛𝑛𝑛𝑥𝑥2 + ⋯+ 𝐴𝐴𝑛𝑛𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑏𝑏𝑛𝑛

𝐴𝐴𝑖𝑖1𝑥𝑥1 + 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥2 + ⋯+ 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑏𝑏𝑖𝑖

Es pot condensar introduint 
l’operador de sumatori.

�
𝑗𝑗=1

𝑛𝑛

𝐴𝐴𝑖𝑖𝑗𝑗𝑥𝑥𝑗𝑗 = 𝑏𝑏𝑖𝑖

Convenció de suma
(índex repetit j)

𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑗𝑗 = 𝑏𝑏𝑖𝑖

Com es pot 
representar 𝐮𝐮 ⋅ 𝐯𝐯 

amb notació 
indicial?
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Delta de Kronecker

Notação indicial 20

𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 = �1 , 𝑖𝑖 = 𝑗𝑗
0 , 𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗

𝐞𝐞𝑖𝑖 � 𝐞𝐞𝑗𝑗 = 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

= 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕𝐴𝐴𝑘𝑘𝑘𝑘

= 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑘𝑘𝛿𝛿𝑗𝑗𝑗𝑗

Exemplos de aplicação:

𝑎𝑎𝑖𝑖𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑎𝑎𝑗𝑗

Operador de 
permutação 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘 = �

+1 𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘 é 1,2,3 𝑜𝑜𝑜𝑜 2,3,1 𝑜𝑜𝑜𝑜 (3,1,2)
−1 𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘 é 3,2,1 𝑜𝑜𝑜𝑜 1,3,2 𝑜𝑜𝑜𝑜 (2,1,3)
0 𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑖𝑖 = 𝑗𝑗 𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑗𝑗 = 𝑘𝑘 𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑘𝑘 = 𝑖𝑖

𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = −𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗𝑘𝑘 = 𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗𝑖𝑖

I com es pot 
representar en forma 

matricial?
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Exercicis
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a) 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 =

b) 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑗𝑗 𝑢𝑢𝑖𝑖 =

c) 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑗𝑗𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 =

d) 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑗𝑗𝛿𝛿𝑗𝑗𝑗𝑗 =

e) 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑗𝑗𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 =

Considereu que els índexs varien de l’1 al 3.
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Operador de permutació (Levi-Civita)
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𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘 = �
+1 si 𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘 és 1,2,3 o 2,3,1 o (3,1,2)
−1 si 𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘 és 3,2,1 o 1,3,2 o (2,1,3)
0 𝑠𝑠𝑖𝑖 𝑖𝑖 = 𝑗𝑗, o 𝑗𝑗 = 𝑘𝑘, o 𝑘𝑘 = 𝑖𝑖

a) 𝐮𝐮 × 𝐯𝐯 =
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Tensors
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Components d’un tensor
Donada una base ortonormal, les components d’un tensor arbitrari A
(Aij) s’obtenen fent:
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𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐞𝐞𝑖𝑖 � 𝐀𝐀𝐞𝐞𝑗𝑗

Exemple:

𝐴𝐴23 = 𝐞𝐞2 � 𝐀𝐀𝐞𝐞3 = 0 1 0
𝐴𝐴11 𝐴𝐴12 𝐴𝐴13
𝐴𝐴21 𝐴𝐴22 𝐴𝐴23
𝐴𝐴31 𝐴𝐴32 𝐴𝐴33

0
0
1

𝐴𝐴23 = 0 1 0
𝐴𝐴13
𝐴𝐴23
𝐴𝐴33

= 𝐴𝐴23
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Tensor en funció dels vectors de la base
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𝐀𝐀 = 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 𝐞𝐞𝑖𝑖 ⨂ 𝐞𝐞𝑗𝑗 = �
𝑖𝑖=1

3

�
𝑗𝑗=1

3

𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 𝐞𝐞𝑖𝑖 ⨂ 𝐞𝐞𝑗𝑗

𝐀𝐀 = 𝐴𝐴11 𝐞𝐞1 ⨂ 𝐞𝐞1 + 𝐴𝐴12 𝐞𝐞1 ⨂ 𝐞𝐞2 + ⋯+ 𝐴𝐴33 𝐞𝐞3 ⨂ 𝐞𝐞3

𝐀𝐀 = 𝐴𝐴11
1
0
0

1 0 0 + 𝐴𝐴12
1
0
0

0 1 0 + ⋯+ 𝐴𝐴33
0
0
1

0 0 1

𝐀𝐀 = 𝐴𝐴11
1 0 0
0 0 0
0 0 0

+ 𝐴𝐴12
0 1 0
0 0 0
0 0 0

+ ⋯+ 𝐴𝐴33
0 0 0
0 0 0
0 0 1
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Operacions tensorials
Suma de tensors
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𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐵𝐵𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝐀𝐀 = 𝐁𝐁 + 𝐂𝐂

Tensor aplicat sobre un vector

𝐯𝐯 = 𝐁𝐁 𝐮𝐮 𝑣𝑣𝑖𝑖 = �
𝑗𝑗=1

3

𝐵𝐵𝑖𝑖𝑖𝑖𝑢𝑢𝑗𝑗

Transposició d’un tensor:

𝐀𝐀 = 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 𝐀𝐀T = 𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗

Producte escalar 
(doble contracció)

𝛼𝛼 = 𝐀𝐀 ∶ 𝐁𝐁 = �
𝑖𝑖=1

3

�
𝑗𝑗=1

3

𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝐵𝐵𝑖𝑖𝑖𝑖

Producte entre tensors:

𝐂𝐂 = 𝐀𝐀𝐀𝐀 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 = �
𝑘𝑘=1

3

𝐴𝐴𝑖𝑖𝑘𝑘𝐵𝐵𝑘𝑘𝑗𝑗
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Traça
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tr 𝐀𝐀 = �
𝑖𝑖=1

3

𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖

𝐀𝐀 ∶ 𝐁𝐁 = tr 𝐀𝐀T𝐁𝐁 = tr 𝐁𝐁 𝐀𝐀T = tr 𝐁𝐁T𝐀𝐀 = tr 𝐀𝐀 𝐁𝐁T

𝐀𝐀 𝐁𝐁T =
𝑎𝑎11 𝑎𝑎12 𝑎𝑎13
𝑎𝑎21 𝑎𝑎22 𝑎𝑎23
𝑎𝑎31 𝑎𝑎32 𝑎𝑎33

𝑏𝑏11 𝑏𝑏21 𝑏𝑏31
𝑏𝑏12 𝑏𝑏22 𝑏𝑏32
𝑏𝑏13 𝑏𝑏23 𝑏𝑏33

𝐀𝐀 𝐁𝐁T =
𝑎𝑎11𝑏𝑏11 + 𝑎𝑎12𝑏𝑏12 + 𝑎𝑎13𝑏𝑏13 𝑎𝑎11𝑏𝑏21 + 𝑎𝑎12𝑏𝑏22 + 𝑎𝑎13𝑏𝑏23 𝑎𝑎11𝑏𝑏31 + 𝑎𝑎12𝑏𝑏32 + 𝑎𝑎13𝑏𝑏33
𝑎𝑎21𝑏𝑏11 + 𝑎𝑎22𝑏𝑏12 + 𝑎𝑎23𝑏𝑏13 𝑎𝑎21𝑏𝑏21 + 𝑎𝑎22𝑏𝑏22 + 𝑎𝑎23𝑏𝑏23 𝑎𝑎21𝑏𝑏31 + 𝑎𝑎22𝑏𝑏32 + 𝑎𝑎23𝑏𝑏33
𝑎𝑎31𝑏𝑏11 + 𝑎𝑎32𝑏𝑏12 + 𝑎𝑎33𝑏𝑏13 𝑎𝑎31𝑏𝑏21 + 𝑎𝑎32𝑏𝑏22 + 𝑎𝑎33𝑏𝑏23 𝑎𝑎31𝑏𝑏31 + 𝑎𝑎32𝑏𝑏32 + 𝑎𝑎33𝑏𝑏33
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Exercicis
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a) 𝐮𝐮 × 𝐯𝐯 =
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Inversa
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𝐀𝐀−1𝐀𝐀 = 𝐈𝐈

𝐀𝐀𝐀𝐀 −1 = 𝐁𝐁−1𝐀𝐀−1

𝑐𝑐𝐀𝐀 −1 =
1
𝑐𝑐
𝐀𝐀−1 𝐀𝐀⊤ −1 = 𝐀𝐀−1 ⊤

det 𝐀𝐀−1 =
1

det 𝐀𝐀
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v

Multiplicació de matrius

La multiplicació de matrius es pot entendre com el càlcul de diversos productes
escalars, on els vectors queden definits per les files i les columnes de les matrius.
Exemple:
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𝑐𝑐11 = 𝑎𝑎11𝑏𝑏11 + 𝑎𝑎12𝑏𝑏21 + 𝑎𝑎13𝑏𝑏31 + 𝑎𝑎14𝑏𝑏41 + 𝑎𝑎15𝑏𝑏51
𝐚𝐚1T = 𝑎𝑎11 𝑎𝑎12 𝑎𝑎13 𝑎𝑎14 𝑎𝑎15

𝐛𝐛1T = 𝑏𝑏11 𝑏𝑏21 𝑏𝑏31 𝑏𝑏41 𝑏𝑏51

𝑐𝑐11 = 𝐚𝐚1T𝐛𝐛1 = 𝐚𝐚1 � 𝐛𝐛1

𝑎𝑎11 𝑎𝑎12 𝑎𝑎13 𝑎𝑎14 𝑎𝑎15
𝑎𝑎21 𝑎𝑎22 𝑎𝑎23 𝑎𝑎24 𝑎𝑎25
𝑎𝑎31 𝑎𝑎32 𝑎𝑎33 𝑎𝑎34 𝑎𝑎35
𝑎𝑎41 𝑎𝑎42 𝑎𝑎43 𝑎𝑎44 𝑎𝑎45
𝑎𝑎51 𝑎𝑎52 𝑎𝑎53 𝑎𝑎54 𝑎𝑎55

𝑏𝑏11 𝑏𝑏12 𝑏𝑏13 𝑏𝑏14 𝑏𝑏15
𝑏𝑏21 𝑏𝑏22 𝑏𝑏23 𝑏𝑏24 𝑏𝑏25
𝑏𝑏31 𝑏𝑏32 𝑏𝑏33 𝑏𝑏34 𝑏𝑏35
𝑏𝑏41 𝑏𝑏42 𝑏𝑏43 𝑏𝑏44 𝑏𝑏45
𝑏𝑏51 𝑏𝑏52 𝑏𝑏53 𝑏𝑏54 𝑏𝑏55

=

𝑐𝑐11 𝑐𝑐12 𝑐𝑐13 𝑐𝑐14 𝑐𝑐15
𝑐𝑐21 𝑐𝑐22 𝑐𝑐23 𝑐𝑐24 𝑐𝑐25
𝑐𝑐31 𝑐𝑐32 𝑐𝑐33 𝑐𝑐34 𝑐𝑐35
𝑐𝑐41 𝑐𝑐42 𝑐𝑐43 𝑐𝑐44 𝑐𝑐45
𝑐𝑐51 𝑐𝑐52 𝑐𝑐53 𝑐𝑐54 𝑐𝑐55
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Producte escalar i matrius

Si les columnes d’A són ortogonals:
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𝐀𝐀 =

𝑎𝑎11 𝑎𝑎12 𝑎𝑎13 𝑎𝑎14 𝑎𝑎15
𝑎𝑎21 𝑎𝑎22 𝑎𝑎23 𝑎𝑎24 𝑎𝑎25
𝑎𝑎31 𝑎𝑎32 𝑎𝑎33 𝑎𝑎34 𝑎𝑎35
𝑎𝑎41 𝑎𝑎42 𝑎𝑎43 𝑎𝑎44 𝑎𝑎45
𝑎𝑎51 𝑎𝑎52 𝑎𝑎53 𝑎𝑎54 𝑎𝑎55

𝐀𝐀T𝐀𝐀 = 𝐃𝐃 sent D una matriu diagonal

𝐀𝐀T𝐀𝐀 =

𝑎𝑎11 𝑎𝑎21 𝑎𝑎31 𝑎𝑎41 𝑎𝑎51
𝑎𝑎13 𝑎𝑎22 𝑎𝑎32 𝑎𝑎42 𝑎𝑎52
𝑎𝑎13 𝑎𝑎23 𝑎𝑎33 𝑎𝑎42 𝑎𝑎53
𝑎𝑎14 𝑎𝑎24 𝑎𝑎34 𝑎𝑎44 𝑎𝑎54
𝑎𝑎15 𝑎𝑎25 𝑎𝑎35 𝑎𝑎45 𝑎𝑎55

𝑎𝑎11 𝑎𝑎12 𝑎𝑎13 𝑎𝑎14 𝑎𝑎15
𝑎𝑎21 𝑎𝑎22 𝑎𝑎23 𝑎𝑎24 𝑎𝑎25
𝑎𝑎31 𝑎𝑎32 𝑎𝑎33 𝑎𝑎34 𝑎𝑎35
𝑎𝑎41 𝑎𝑎42 𝑎𝑎43 𝑎𝑎44 𝑎𝑎45
𝑎𝑎51 𝑎𝑎52 𝑎𝑎53 𝑎𝑎54 𝑎𝑎55

𝐀𝐀 = 𝐚𝐚1 𝐚𝐚2 𝐚𝐚3 𝐚𝐚4 𝐚𝐚5

𝐚𝐚1 � 𝐚𝐚1 = 𝑏𝑏11

𝐚𝐚2 � 𝐚𝐚1 = 𝑏𝑏21 = 0

𝐚𝐚3 � 𝐚𝐚1 = 𝑏𝑏31 = 0

…

𝐚𝐚1 � 𝐚𝐚2 = 𝑏𝑏12 = 0

𝐚𝐚2 � 𝐚𝐚2 = 𝑏𝑏22

𝐚𝐚3 � 𝐚𝐚2 = 𝑏𝑏32 = 0

…

…

𝐮𝐮 � 𝐯𝐯 = 𝐮𝐮 𝐯𝐯 cos 0 → 𝐮𝐮 � 𝐯𝐯 = 0
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Matrius ortogonals
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Si les columnes d’A són ortonormals (ortogonals i de norma unitària):

𝐀𝐀 =

𝑎𝑎11 𝑎𝑎12 𝑎𝑎13 𝑎𝑎14 𝑎𝑎15
𝑎𝑎21 𝑎𝑎22 𝑎𝑎23 𝑎𝑎24 𝑎𝑎25
𝑎𝑎31 𝑎𝑎32 𝑎𝑎33 𝑎𝑎34 𝑎𝑎35
𝑎𝑎41 𝑎𝑎42 𝑎𝑎43 𝑎𝑎44 𝑎𝑎45
𝑎𝑎51 𝑎𝑎52 𝑎𝑎53 𝑎𝑎54 𝑎𝑎55

𝐀𝐀T𝐀𝐀 = 𝐈𝐈 sent I la matriu identitat

𝐀𝐀T𝐀𝐀 =

𝑎𝑎11 𝑎𝑎21 𝑎𝑎31 𝑎𝑎41 𝑎𝑎51
𝑎𝑎13 𝑎𝑎22 𝑎𝑎32 𝑎𝑎42 𝑎𝑎52
𝑎𝑎13 𝑎𝑎23 𝑎𝑎33 𝑎𝑎42 𝑎𝑎53
𝑎𝑎14 𝑎𝑎24 𝑎𝑎34 𝑎𝑎44 𝑎𝑎54
𝑎𝑎15 𝑎𝑎25 𝑎𝑎35 𝑎𝑎45 𝑎𝑎55

𝑎𝑎11 𝑎𝑎12 𝑎𝑎13 𝑎𝑎14 𝑎𝑎15
𝑎𝑎21 𝑎𝑎22 𝑎𝑎23 𝑎𝑎24 𝑎𝑎25
𝑎𝑎31 𝑎𝑎32 𝑎𝑎33 𝑎𝑎34 𝑎𝑎35
𝑎𝑎41 𝑎𝑎42 𝑎𝑎43 𝑎𝑎44 𝑎𝑎45
𝑎𝑎51 𝑎𝑎52 𝑎𝑎53 𝑎𝑎54 𝑎𝑎55

𝐀𝐀 = 𝐚𝐚1 𝐚𝐚2 𝐚𝐚3 𝐚𝐚4 𝐚𝐚5

𝐚𝐚1 � 𝐚𝐚1 = 𝑏𝑏11 = 1

…

𝐚𝐚2 � 𝐚𝐚2 = 𝑏𝑏22 = 1

…

…𝐚𝐚2 � 𝐚𝐚1 = 𝑏𝑏21 = 0

𝐚𝐚3 � 𝐚𝐚1 = 𝑏𝑏31 = 0

𝐚𝐚1 � 𝐚𝐚2 = 𝑏𝑏12 = 0

𝐚𝐚3 � 𝐚𝐚2 = 𝑏𝑏32 = 0
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Simetria i descomposició
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Tensor simètric:

𝐀𝐀 = 𝐀𝐀T 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗

Tensor antisimètric:

𝐀𝐀 = −𝐀𝐀T 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 = −𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗

Tot tensor M es pot descompondre unívocament, de manera additiva, en
un tensor simètric i en un altre d’antisimètric:

𝐌𝐌 =
𝐌𝐌 + 𝐌𝐌T

2
+
𝐌𝐌−𝐌𝐌T

2
= 𝐒𝐒 + 𝐀𝐀
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Simetria i contracció doble
La doble contracció d’un tensor simètric amb un d’antisimètric és nul·la:
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𝐒𝐒 ∶ 𝐀𝐀 = 0

La doble contracció d’un tensor simètric amb un tensor arbitrari és:

𝐒𝐒 ∶ 𝐌𝐌 = 𝐒𝐒 ∶ 𝐌𝐌s + 𝐌𝐌a = 𝐒𝐒 ∶ 𝐌𝐌s + 𝐒𝐒 ∶ 𝐌𝐌a

𝐒𝐒 ∶ 𝐌𝐌 = 𝐒𝐒 ∶ 𝐌𝐌s

0
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Determinants
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det 𝐀𝐀𝐀𝐀 = det𝐀𝐀det𝐁𝐁

det𝐀𝐀⊤ = det𝐀𝐀

det𝐀𝐀 = 0

det𝐀𝐀 =
𝐴𝐴11 𝐴𝐴12 𝐴𝐴13
𝐴𝐴21 𝐴𝐴22 𝐴𝐴23
𝐴𝐴31 𝐴𝐴32 𝐴𝐴33

A és singular
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Determinants: interpretació geomètrica
Considereu una matriu (tensor de 2n ordre) com una transformació lineal:
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𝐌𝐌

𝐌𝐌 =
𝑥𝑥1 𝑥𝑥2
𝑦𝑦1 𝑦𝑦2

𝐞𝐞1
𝐞𝐞2 𝐴𝐴1

𝐴𝐴𝟐𝟐

𝐛𝐛 = 𝑥𝑥2 𝑦𝑦2

𝐚𝐚 = 𝑥𝑥1 𝑦𝑦1

𝐚𝐚 =
𝑥𝑥1 𝑥𝑥2
𝑦𝑦1 𝑦𝑦2

1
0 =

𝑥𝑥1
𝑦𝑦1

𝐛𝐛 =
𝑥𝑥1 𝑥𝑥2
𝑦𝑦1 𝑦𝑦2

0
1 =

𝑥𝑥2
𝑦𝑦2

𝑥𝑥

𝑦𝑦

𝑥𝑥

𝑦𝑦
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𝐴𝐴𝟐𝟐 = 6𝐴𝐴1

Determinants: interpretació geomètrica
Exemple
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𝐌𝐌

𝐞𝐞1
𝐞𝐞2 𝐴𝐴1

𝐴𝐴𝟐𝟐

𝐛𝐛 = 0 3

𝐚𝐚 = 2 0

𝐌𝐌 = 2 0
0 3

𝑥𝑥
𝑦𝑦

𝑦𝑦

𝑥𝑥

𝐴𝐴𝟐𝟐

𝐛𝐛 = 1 1

𝐚𝐚 = 1 0

𝐌𝐌 = 1 1
0 1

𝑥𝑥

𝑦𝑦

𝐴𝐴𝟐𝟐 = 1𝐴𝐴1
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Determinants: interpretació geomètrica
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𝐌𝐌

𝐞𝐞1
𝐞𝐞2 𝐴𝐴1

𝐴𝐴𝟐𝟐

𝐛𝐛 = 𝑥𝑥2 𝑦𝑦2

𝐚𝐚 = 𝑥𝑥1 𝑦𝑦1

𝑥𝑥

𝑦𝑦

𝑥𝑥

𝑦𝑦

𝛼𝛼
𝛽𝛽

𝐴𝐴1 = 1

𝐴𝐴2 = 𝐚𝐚 𝐛𝐛 sin 𝛽𝛽 − 𝛼𝛼 = 𝐚𝐚 𝐛𝐛 sin 𝛽𝛽 cos 𝛼𝛼 − sin 𝛼𝛼 cos 𝛽𝛽

𝐛𝐛 = 𝐛𝐛 cos 𝛽𝛽 𝐛𝐛 sin 𝛽𝛽

𝐚𝐚 = 𝐚𝐚 cos 𝛼𝛼 𝐚𝐚 sin 𝛼𝛼

𝐴𝐴2 = 𝐚𝐚 cos 𝛼𝛼 𝐛𝐛 sin 𝛽𝛽 − 𝐚𝐚 sin 𝛼𝛼 𝐛𝐛 cos 𝛽𝛽

𝐴𝐴2 = 𝑥𝑥1𝑦𝑦2 − 𝑥𝑥2𝑦𝑦1 = det 𝐌𝐌 𝐴𝐴1

El determinant d’una
transformació lineal dona 

el factor d’escala de 
l’àrea formada pels

vectors unitaris.
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Canvi de base
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Vector en diferents bases
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𝐯𝐯

𝑥𝑥1

𝑥𝑥2

𝑥𝑥3 𝑥̅𝑥1

𝑥̅𝑥2

𝑥̅𝑥3

 El vector no canvia, 
independentment de 
la base utilitzada.

 El que canvia són
les seves
components.
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Relació entre les bases vectorials
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𝐞𝐞1

𝐞𝐞2

𝐞𝐞3

�𝐞𝐞3

�𝐞𝐞1

�𝐞𝐞2 �𝐞𝐞1 = �𝐞𝐞1 ⋅ 𝐞𝐞1 𝐞𝐞1 + �𝐞𝐞1 ⋅ 𝐞𝐞2 𝐞𝐞2 + �𝐞𝐞1 ⋅ 𝐞𝐞3 𝐞𝐞3

�𝐞𝐞𝑖𝑖 � 𝐞𝐞𝑗𝑗= cos �𝐞𝐞𝑖𝑖 , 𝐞𝐞𝑗𝑗

�𝐞𝐞𝑖𝑖 � 𝐞𝐞𝑗𝑗= �𝐞𝐞𝑖𝑖 𝐞𝐞𝑗𝑗 cos �𝐞𝐞𝑖𝑖 , 𝐞𝐞𝑗𝑗

�𝐞𝐞1 = 𝑄𝑄11 𝐞𝐞1 + 𝑄𝑄12 𝐞𝐞2 + 𝑄𝑄13 𝐞𝐞3
�𝐞𝐞2 = 𝑄𝑄21 𝐞𝐞1 + 𝑄𝑄22 𝐞𝐞2 + 𝑄𝑄23 𝐞𝐞3
�𝐞𝐞3 = 𝑄𝑄31 𝐞𝐞1 + 𝑄𝑄32 𝐞𝐞2 + 𝑄𝑄33 𝐞𝐞3

�𝐞𝐞𝑝𝑝 = 𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝 𝐞𝐞𝑖𝑖
𝐞𝐞𝑖𝑖 =? �𝐞𝐞𝑝𝑝
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Canvi de base d’un vector
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𝐯𝐯 = 𝑣𝑣𝑖𝑖 𝐞𝐞𝑖𝑖 = 𝑣̅𝑣𝑝𝑝 �𝐞𝐞𝑝𝑝

𝑣̅𝑣𝑝𝑝 �𝐞𝐞𝑝𝑝 = 𝑣̅𝑣𝑝𝑝 𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝 𝐞𝐞𝑖𝑖

𝑣𝑣𝑖𝑖

𝑣𝑣𝑖𝑖 = 𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑣̅𝑣𝑝𝑝 𝐯𝐯 = 𝐐𝐐⊤�𝐯𝐯

�𝐯𝐯 = 𝐐𝐐 𝐯𝐯𝑣̅𝑣𝑝𝑝 = 𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑣𝑣𝑖𝑖



D. Borges (UPC)

Canvi de base d’un tensor
S’observa a continuació que les components d’un tensor canvien segons
la base vectorial adoptada. Tanmateix, el tensor en si és independent
de la base respecte de la qual s’han definit les seves components.
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𝐀𝐀 = 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 𝐞𝐞𝑖𝑖 ⨂ 𝐞𝐞𝑗𝑗 = 𝐴̅𝐴𝑝𝑝𝑝𝑝 �𝐞𝐞𝑝𝑝 ⨂�𝐞𝐞𝑞𝑞

𝐀𝐀 = 𝐴̅𝐴𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝 𝐞𝐞𝑖𝑖 ⨂ 𝑄𝑄𝑞𝑞𝑞𝑞 𝐞𝐞𝑗𝑗

𝐀𝐀 = 𝐴̅𝐴𝑝𝑝𝑝𝑝𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑄𝑄𝑞𝑞𝑞𝑞 𝐞𝐞𝑖𝑖⨂𝐞𝐞𝑗𝑗

𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐴̅𝐴𝑝𝑝𝑝𝑝𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑄𝑄𝑞𝑞𝑞𝑞

𝐀𝐀 = 𝐐𝐐⊤�𝐀𝐀𝐐𝐐

�𝐀𝐀 = 𝐐𝐐 𝐀𝐀 𝐐𝐐⊤𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖
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Matriu de rotació
Una rotació d’un vector no en modifica la norma. :
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𝐯𝐯

𝑦𝑦

𝑥𝑥
𝑥̅𝑥

�𝑦𝑦

�𝐯𝐯 = 𝐐𝐐 𝐯𝐯

�𝐯𝐯T�𝐯𝐯 = 𝐯𝐯T𝐯𝐯

�𝐯𝐯 = 𝐯𝐯

𝐐𝐐 𝐯𝐯 T𝐐𝐐 𝐯𝐯 = 𝐯𝐯T𝐯𝐯

𝐯𝐯T𝐐𝐐T𝐐𝐐 𝐯𝐯 = 𝐯𝐯T𝐯𝐯

𝐯𝐯T𝐐𝐐T𝐐𝐐 𝐯𝐯 = 𝐯𝐯T𝐈𝐈𝐯𝐯 𝐐𝐐T𝐐𝐐 = 𝐈𝐈

La matriu de 
rotació és una 

matriu ortogonal
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Camps tensorials
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Introdució
 Cada punt/partícula d’un cos està associat a una magnitud física; 

per tant, admetem que aquesta magnitud és funció del punt material, 
és a dir, varia d’un punt a un altre.

 Aleshores tindrem:
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α(𝐱𝐱, 𝑡𝑡) = α(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, 𝑡𝑡)Funcions escalars

Funcions vectorials 𝐯𝐯 𝐱𝐱, 𝑡𝑡 =
𝑣𝑣1 𝐱𝐱, 𝑡𝑡
𝑣𝑣2 𝐱𝐱, 𝑡𝑡
𝑣𝑣3 𝐱𝐱, 𝑡𝑡

=
𝑣𝑣1(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, 𝑡𝑡)
𝑣𝑣2(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, 𝑡𝑡)
𝑣𝑣3(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, 𝑡𝑡)

Funcions tensorials 𝐀𝐀(𝐱𝐱, 𝑡𝑡) = 𝐀𝐀(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, 𝑡𝑡)



D. Borges (UPC)

Operador nabla
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Funcions escalars α 𝐱𝐱, 𝑡𝑡 = α 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, 𝑡𝑡 = α(𝑥𝑥𝑖𝑖 , 𝑡𝑡)

𝜕𝜕 α 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, 𝑡𝑡
𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑖𝑖

= 𝜕𝜕𝑖𝑖α(𝑥𝑥𝑗𝑗 , 𝑡𝑡) = α,𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑗𝑗 , 𝑡𝑡)Notació per a derivades

Operador nabla 𝛁𝛁 =

𝜕𝜕
𝜕𝜕 𝑥𝑥1
𝜕𝜕
𝜕𝜕 𝑥𝑥2
𝜕𝜕
𝜕𝜕 𝑥𝑥3

=
𝜕𝜕
𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑖𝑖

𝐞𝐞𝑖𝑖
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Operacions amb l’operador nabla
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div = ∇ � =
𝜕𝜕
𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑖𝑖

⋅ 𝐞𝐞𝑖𝑖Divergència

Rotacional rot = ∇ × = 𝐞𝐞𝑖𝑖 ×
𝜕𝜕
𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑖𝑖

Laplacià

Hessiana

∇2 = ∇ � ∇ =
𝜕𝜕2

𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑖𝑖 𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑖𝑖

∇∇ = ∇⊗ ∇ =
𝜕𝜕2

𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑖𝑖 𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑗𝑗
𝐞𝐞𝑖𝑖 ⊗ 𝐞𝐞𝑗𝑗
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Operacions amb l’operador nabla
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∇𝑔𝑔 𝐱𝐱 =
𝑔𝑔,1
𝑔𝑔,2
𝑔𝑔,3

∇𝐮𝐮 𝐱𝐱 =
𝑢𝑢1,1 𝑢𝑢1,2 𝑢𝑢1,3
𝑢𝑢2,1 𝑢𝑢2,2 𝑢𝑢2,3
𝑢𝑢3,1 𝑢𝑢3,2 𝑢𝑢3,3

Funcions escalars Funcions vectorials Funcions tensorials

𝛁𝛁 =
𝜕𝜕
𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑖𝑖

𝐞𝐞𝑖𝑖Gradient:

∇𝐀𝐀 𝐱𝐱 = ∇⊗𝐀𝐀 𝐱𝐱

∇𝐀𝐀 𝐱𝐱 =
𝜕𝜕𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑘𝑘

𝐞𝐞𝑖𝑖 ⊗ 𝐞𝐞𝑗𝑗 ⊗ 𝐞𝐞𝑘𝑘

Rotacional:

rot 𝐮𝐮 = ∇ × 𝐮𝐮 = 𝐞𝐞𝑖𝑖 ×
𝜕𝜕 𝑢𝑢𝑗𝑗 𝐞𝐞𝑗𝑗
𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑖𝑖

=
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑗𝑗
𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑖𝑖

𝐞𝐞𝑖𝑖 × 𝐞𝐞𝑗𝑗 =
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑗𝑗
𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑖𝑖

𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝐞𝐞𝑘𝑘
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Divergència
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div 𝐮𝐮 = ∇ � 𝐮𝐮 =
𝜕𝜕 𝑢𝑢𝑗𝑗 𝐞𝐞𝑗𝑗
𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑖𝑖

⋅ 𝐞𝐞𝑖𝑖 =
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

𝐞𝐞𝑗𝑗 ⋅ 𝐞𝐞𝑖𝑖 =
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑢𝑢1,1 + 𝑢𝑢2,2 + 𝑢𝑢3,3

div 𝐀𝐀 = ∇ ⋅ 𝐀𝐀 =
𝜕𝜕 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 𝐞𝐞𝑖𝑖 ⊗ 𝐞𝐞𝑘𝑘

𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑗𝑗
⋅ 𝐞𝐞𝑗𝑗 =

𝜕𝜕𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑗𝑗

𝐞𝐞𝑖𝑖 ⊗ 𝐞𝐞𝑘𝑘 ⋅ 𝐞𝐞𝑗𝑗 =
𝜕𝜕𝐴𝐴𝑖𝑖𝑗𝑗
𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑗𝑗

𝐞𝐞𝑖𝑖 =
𝐴𝐴11,1 + 𝐴𝐴12,2 + 𝐴𝐴13,3
𝐴𝐴21,1 + 𝐴𝐴22,2 + 𝐴𝐴23,3
𝐴𝐴31,1 + 𝐴𝐴32,2 + 𝐴𝐴33,3

Fixeu-vos que la divergència d’un vector és un escalar, i la 
divergència d’un tensor és un vector.

Funcions vectorials

Funcions tensorials
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Divergència d’un producte
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𝐀𝐀𝐮𝐮 =
𝐴𝐴11 𝐴𝐴12 𝐴𝐴13
𝐴𝐴21 𝐴𝐴22 𝐴𝐴23
𝐴𝐴31 𝐴𝐴32 𝐴𝐴33

𝑢𝑢1
𝑢𝑢2
𝑢𝑢2

=
𝐴𝐴11𝑢𝑢1 + 𝐴𝐴12𝑢𝑢2 + 𝐴𝐴13𝑢𝑢3
𝐴𝐴21𝑢𝑢1 + 𝐴𝐴22𝑢𝑢2 + 𝐴𝐴23𝑢𝑢3
𝐴𝐴31𝑢𝑢1 + 𝐴𝐴32𝑢𝑢2 + 𝐴𝐴33𝑢𝑢3

∇ � 𝐀𝐀𝐀𝐀 =
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥1

𝐴𝐴11𝑢𝑢1 + 𝐴𝐴12𝑢𝑢2 + 𝐴𝐴13𝑢𝑢3 +
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥2

𝐴𝐴21𝑢𝑢1 + 𝐴𝐴22𝑢𝑢2 + 𝐴𝐴23𝑢𝑢3 +
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥3

𝐴𝐴31𝑢𝑢1 + 𝐴𝐴32𝑢𝑢2 + 𝐴𝐴33𝑢𝑢3

∇ � 𝐀𝐀𝐀𝐀
= 𝐴𝐴11,1𝑢𝑢1 + 𝐴𝐴11𝑢𝑢1,1 + 𝐴𝐴12,1𝑢𝑢2 + 𝐴𝐴12𝑢𝑢2,1 + 𝐴𝐴13,1𝑢𝑢3 + 𝐴𝐴13𝑢𝑢3,1 + 𝐴𝐴21,2𝑢𝑢1 + 𝐴𝐴21𝑢𝑢1,2 + 𝐴𝐴22,2𝑢𝑢2 + 𝐴𝐴22𝑢𝑢2,2
+ 𝐴𝐴23,2𝑢𝑢3 + 𝐴𝐴23𝑢𝑢3,2 + 𝐴𝐴31,3𝑢𝑢1 + 𝐴𝐴31𝑢𝑢1,3 + 𝐴𝐴32,3𝑢𝑢2 + 𝐴𝐴32𝑢𝑢2,3 + 𝐴𝐴33,3𝑢𝑢3 + 𝐴𝐴33𝑢𝑢3,3

∇ � 𝐀𝐀𝐀𝐀
= 𝐴𝐴11,1 + 𝐴𝐴21,2 + 𝐴𝐴31,3 𝑢𝑢1 + 𝐴𝐴12,1 + 𝐴𝐴22,2 + 𝐴𝐴32,3 𝑢𝑢2 + 𝐴𝐴13,1 + 𝐴𝐴23,2 + 𝐴𝐴33,3 𝑢𝑢3 + 𝐴𝐴11𝑢𝑢1,1 + 𝐴𝐴12𝑢𝑢2,1
+ 𝐴𝐴13𝑢𝑢3,1 + 𝐴𝐴21𝑢𝑢1,2 + 𝐴𝐴22𝑢𝑢2,2 + 𝐴𝐴23𝑢𝑢3,2 + 𝐴𝐴31𝑢𝑢1,3 + 𝐴𝐴32𝑢𝑢2,3 + 𝐴𝐴33𝑢𝑢3,3

∇ � 𝐀𝐀𝐀𝐀 = div 𝐀𝐀T � 𝐮𝐮 + 𝐀𝐀T ∶ ∇𝐮𝐮



D. Borges (UPC)

Teorema de la divergència
Sia un cos 𝐵𝐵 i una porció d’aquest que ocupa una regió Ω a l’espai, i 
sigui Γ el contorn de Ω.
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Γ

Ω

𝐱𝐱

𝐧𝐧(𝐱𝐱)

𝑥𝑥1

𝑥𝑥2

𝑥𝑥3

�
Ω

∇𝛼𝛼 𝑑𝑑Ω = �
Γ

𝛼𝛼 𝐧𝐧 𝑑𝑑Γ

�
Ω

𝛁𝛁 � 𝐮𝐮 𝑑𝑑Ω = �
Γ

𝐮𝐮 � 𝐧𝐧 𝑑𝑑Γ

�
Ω

𝛁𝛁 � 𝐀𝐀 𝑑𝑑Ω = �
Γ

𝐀𝐀 � 𝐧𝐧 𝑑𝑑Γ

Cas escalar:

Cas vectorial: 

Cas tensorial: 
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