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Descripcions del moviment
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Introducci6 &

La cinematica consisteix en
I'estudi dels canvis de la e
geometria d'un medi continu
sense tenir en compte les forces X
gue causen aguests canvis
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Moviment de particules en un cos

X3,X3

@@@@ D. Borges (UPC) Cinematica

A mesura que s'aplica la
carrega, el cos ocupa
diferents configuracions
en l'espai.



Definicions (i

Configuracio inicial / material / de referencia

t =t, configuracié actual

t

4 )

Configuracio

Lloc geometric de les
POSIcCIoNS que ocupen a
I'espai les particules del
medi continu per a un
Instant t determinat

\_ J

Xz,xz A

X3, X3
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Definicions (i

Punt / coordenada
espacial (x)

Punt fix a I'espal

Punt / coordenada
material (X)

Una particula. Pot
ocupar diferents punts
espacials en el seu
moviment al llarg del

Xz,xz A

>

X1; X1 \tempS /

X3, X3
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Descripcions del moviment

Descripcio material Descripcid espacial
(Lagrangiana) (Euleriana)
» Descripcio en funcié d’on era el cos abans de la » Descripcio en funcié d’on es troba durant la
deformacio deformacio
» La variacio de p dins del cos es descriu respecte » Descriu el que ocorreix em una posicio del espai

de la coordenada original (o inicial) X, utilitzada
per identificar una particula material del continu en
I'instant ¢=0:

> p es descriu respecte de la posicio a I'espai, X,
ocupada en aquell instant per una particula
material del continu en el temps t, és a dir

la més utilitzada en
mecanica dels solids?

Quina de les dues és }
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Camp de desplacaments

La deformacio del continu fa referencia a I'aparicié de desplacaments relatius i canvis
geometrics que es produeixen en un cos sota la influencia d’un sistema de forces.

Configuracid inicial / material / de referéncia

t=t, configuracié actual
t
P u El desplacament de una particula és
‘QO Pf
X ulX,t) =x(X,t) — X
X3, X5 A Q,
X
Quina descripcio del
" > moviment s’esta utilitzant?
1, X1

X3,%3
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Tensor gradient de deformacio

’
1
| P
\
\
\
N

X5, X5 A

>
X1,%1

X3,x3

@ D. Borges (UPC)

PN
e N
©dX

u(X,t)

x(X, t)

Cinematica

7
f \
/
Sdx/
1

Quan una particula P es desplaca, que

passa amb les particules veines?

Mitjancant el calcul diferencial, tenim

dy = 20 ax, + 9% g+ Oy
17 ox, H T ax, e T gy, 43
dx, = 22 ax, + 22 gy + 02 4y
*2 T 5x, M T gx, N T gx, 4B
dy = 22 ax, + 9% g, + 23 ax
*3 T ox, 1 T ax, N T gx, B

12



Tensor gradient de deformacio

A u(X,t) s

Xz,xZ/

L

xX(X, t)

X1,x1

X3,x3

El tensor gradient de deformacio permet descriure la
posicié espacial relativa de dues particules veines
després de la deformacio en funcio de la seva
posicié material relativa abans de la deformacio.

(dx)

@@@@ D. Borges (UPC) Cinematica

\ngJ

04
0X;
dx,
0X,
0x3
10X,

‘ En forma matricial

axl

X,

dx,

9X,

0x3

9X,

0xq]
9X;
dx,
0X;

0x3

X5

(d X1

! dx,

. EE) dx=FdX

\d X3/
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Tensor gradient de deformacio

/”—~\\
4
< dX
1
| P
\
\
Y
N

Xz,XZ /

L

X1,x1

X3,.X'3

@ D. Borges (UPC)

u(X, t)

xX(X,t)

Cinematica

-~ q
e
7’
s \
Sdx/
1 1

[0x4
0X;
dx,
0X,
d0x3
10X

0x4
0X,
d0x,
0X,
0x3
0X,

0x1
0X;
dx,
0X;

ax:;

0X5.

En notacio indicial:

_ axi N
)

F

ei®l§]

) F=Vx(X1)

F=V,(X+uX1t))

F=1+VyulX ¢

/

Gradient respecte de la
configuracié material

14



Interpretacio del tensor gradient de deformacio @)

Exemple: Deformacio unidimensional

Configuraci6
i de referencia

’| S
X, | \ Configuraci6

deformada

Equacio de moviment
X1 = Xl + OS(Xl)z

Gradient de deformacio:

0% _ 1+X
0X; 1

Quina és la posici6 actual i el gradient de deformacio6 de la
particula situada al punt material X,;=0.8?

x, = 0.8 + 0.5(0.8)2 = 1.12

axl

1 =1+08=18
ax, X, =08~ 7

Considerant una particula propera:

Ax; 1211 -1.120

= 1.82 Derivada numeérica

AX,  0.85-0.80

@@@@ D. Borges (UPC) Cinematica
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Interpretacio del tensor gradient de deformacio @)

S ERBE IEEe Equacié de moviment

bidimensional
X = (35 + Xl + 05X2)él + (4’ + Xz)éz + X3 é3

Gradient de deformacio:

_axl axl axl_
X, 90X, 9X;| 1 05 O
dx dx dx
F = _2 Z72 2| = 0 1 0
| | 9X, 0X,  0Xs
" dx;  dx3 dxz| lo o 1
: E 1 S aTv aTv aqv
E F: ’xl _aX]_ aXZ aX3_
-1,-1) (1,-1)

) El cos ha patit una deformacio per cisallament simple:

Per recordar la interpretacié geometrica del determinant,
reviseu el material de Conceptes Matematics Preliminars. El determinant del gradient de deformacié

s’anomena jacobia del moviment.

@@@@ D. Borges (UPC) Cinematica 16



Deformacid homogenia

»Quan el gradient de deformacio F és independente de X, és a dir, dona el
mateix valor per a qualsevol punt material del cos.

»>x=x(X,t) es diu que és un moviment homogeni si, i noOmes si, es pot expressar
en la forma:

x=AX+b ® F=A

Cisallament simple x=(X; +yX,)é; + X,€, + 1X; é;

@@@@ D. Borges (UPC) Cinematica 17
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Deformacid no homogenia

Quan el gradient de deformacio F depen de X.

Exemple:  x=x,(1+y:1X)8; + X,(1 +y,X1)8, + AX5 &,

1+ y1X; Y141 07
V1
F = ]/2X2 1 + szl 0
Xz N\ B
0 0 1- V2
h v
I >
> X1 > x1

h
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Volum de la configuracié de referencia &

El volum del paral-lelogram definit per 3 vectors:

dV = Area - Altura

dv = ||dX® x dXP|| r

dv = ||[dX® x dX@||||dX®)|| cos 6
dV = (dX® x dX@) . dx®

/ dN® NP dﬁf”'\
av =det| [aN®Y AN ANV | [dxDdx@dx®
\_dﬁ§” TR ) A /

base ortonormal AV = dXWax@gx®)

Els vectors N; formen una

‘@@@@ D. Borges (UPC) Cinematica 20



Canvi de volum (i

El volum a la configuracio actual:

dv = (dx® x dx@) - dx®
dx® = F dX®

\ dv = (FN;dX® x FN,dX®)-FN;dx®

/ / dv={(FN; xFN,)-FN3}dX@dxDdx®

dx3) = F dX®

dv = det(F) dV
dx® = F dX

dv = ] dV‘ El Jacobia de la transformacio te el

significat fisic de ser la radé del volum actual
pel volum de la configuracio de referencia

@@@@ D. Borges (UPC) Cinematica 21
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Detall d’'un dels passos &
%)

dv={(FN;y xFN,)-FN3}dX@dxDdx® - dv = det(F) dV

Per facilitar la visualitzacio, considereu els vectors unitaris de la base de
referencia com si fossin els vectors d’'una base cartesiana ortonormal:

_ Fi1 Fip Fi3)(1 Fi4 F1; Fi3
FN, =(F1 Foy Fu3 {0} = {Fm} FN, = {Fzz} FN; = {F23}
F31 F3 F331\0 F34 F3; F33
Fi1 Fa1 F3q R 5
(FNy XFN,)-FN3 = |Fi; F;; Fsp| = det(FT) = det(F) C
Fi3 F;3 Fs3
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Area d'una superficie

‘@@@@ D. Borges (UPC) Cinematica

L'area infinitesimal pot ser expressada en la
forma d'un vector de superficie,

dA = NdA
sent el vector normal al punt material a la
superficie:
N, x N,

N=——
IN; x N, ||

L'area infinitesimal és:
dA = ||Ny x N,||dxDdx @

23



Canvi de l'area d’'una superficie
da = fida dv=]dV mp dx-da=] (dX-dA)
FdX - da = | (dX - dA)
dX"FTda = J (dXTdA)
dXTFTda — ] (dXTdA) =0
dXT (FTda—JdA) =0
F'da—JdA =0
Flda=]JdA wm) da=JF 'dA
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Descomposicio polar del tensor F

Permet decomposar un tensor en un producte d’un tensor ortogonal (R)
| un tensor simetric (U).

Tensor ortogonal iy 2

= F=RU

il Udx Q g
Xpxagp o/ ‘l U Xo,Xo A 7 AN R X5, X5 A % I
\ P ! l\ P ) - ,
\\\ /' Neeem - 77 |II P /,,
S o - ‘ \_‘,/
> > >
X1,%1 X1,X1 X1,
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Exemple: Allargament uniforme | rotacio

Xz,XzA F

Xo, Xy A U

X1,%q

@@@@ D. Borges (UPC) Cinematica

—0.750
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Exemple: Allargament uniforme | rotacio

> >
X1,%1 X1,%1
o [1154 —0.750 U= [4/3 0 ]
0.667 1.299 0 3/2
11333 0
Com puc U= [ 0 1.500]
obtenir els
tensors R i1 U?
0.866

Y F=RU =

0.500 0.866

e
‘@@@@ D. Borges (UPC) Cinematica

~0500) [1.333 1.5000] |

X1,%1

__[cos 30°
R= [sin 30°
__[0.866
R= 0.500

1.154 —-0.750
0.667 1.299

— sin 30°
cos 30°

—0.500
0.866

|




Descomposicid espectral &

En anglés: Eigenvalue decomposition

Exemple d’un problema d’autovalors: Av;, = Av;
5 2 0 \ El problema es pot plantejar de manera compacta fent:
A=12 5 0]
4+ -1 4 1 0 —-11 [1 0 —11[7 0 ©
1 Al1 0 1((=|1 0 1 (|0 4 O
A =7 V1={1} 1 1 5 1 1 5110 0 3
1
0 AX=XA
/12 - 4 Vz - O
1 A =XAX1
—1
_ _ X: cada columna emmagatzema un autovector d’A
/13 =3 vz =191
5 j A: matriu diagonal que conté els autovalors associats
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Avantatges de la descomposicié espectral €

A =XAX"1

Permet, per exemple, obtenir facilment A2:

A2 =XAXIXAX 1 =XAIAX! =XA%X"

2
/11 0 0 0 AZ? té els mateixos autovectors que A i
2 els autovalors d’A2 sén els autovalors
A2=0 47 0 O d’A elevats al quadrat.
0 0 " 0 El mateix es pot fer per a qualsevol
2 potencia d’A.
0 0 0 A ©

o,

@@@@ D. Borges (UPC) Cinematica
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Autovectors de matrius simetriques

Una matriu és simétrica si: S=S8T

Considerant dos autovalors (A,,A,) € autovetores distintos (x,y) associados a S:

SX = ;X yISx=1y'x xSy =21,x"y
Sy =1,y xSy =1,x"y XSy =1,x"y
Recordem que: 0=(1 —A,)xy

— Ty, — v 1 , .
X'y=y'X->Xy=yX Com que els autovalors son diferents:

Cv — Ty — vTQTy — «T

$x)y=(x)y=xSy=xSy x-y=0

y-(Sx) =yTSx ——
Els autovectors d’'una matriu simetrica

son ortogonals
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Descomposicié de matrius simetriques &

Com que els autovectors d’'una matriu simetrica son ortogonals, si es normalitzen,
esdevenen ortonormals. Aixi, la descomposicio espectral és:

S =XAX1

Com que les columnes de X son vectors ortonormals, aguesta matriu és ortogonal;
per tant:

Xt =Xx!
Finalment, tenim;

S =XAXT
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Descomposicid polar &

Tota matriu es pot descompondre en una matriu simetrica (S) i una
matriu ortogonal (Q):

A=QS

> Q: efectes de rotacio i reflexio;

» S efectes d’allargament/escurcament al llarg dels eixos ortogonals
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Decomposicao polar &

A=0QS La matriu S s’obté fent:
Multiplicant per AT a I'esquerra: S = \/m =/C
ATA = (Q S)TQ S Utilitzant la descomposicio espectral
de C:
A'A=5"Q'Qs C=XAX1=XAX"
tCécr)]ri?rfue Q és ortogonal i S és simetrica, \/E — G =X A1/2XT
ATA=SIS = ATp — g2 Q=AS"1!
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Descomposicio polar del tensor F &

Obtencid6 de U |

U'U=C ®) PerlasimetiadU: U2 =_C

Definicions

dx = F dX

dx = (RU)dX = (VR)dX . y .
Aplicant la descomposicio espectral, considerant la

F=RU F=VR simetria de C:

U=R"'F V=FR M0 0
C=A|0 A% o0 [AT

U=R'F V=FR" 0 0 a2

_ 2 L

U'U=F'RR'F 1, 0 0
— T
UTU=F'F wp UTU=C U=Aa 8 ’102 ,103_A
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Interpretacio fisica de la descomposicié &

El tensor simetric U correspon al tensor d’allargaments del material:

45 0 0 3
U2 — C * C=A 0 /122 0 AT * C = EAiZNi®Ni
0 0 A5° i=1

A={N; N, N3}

Les columnes d’ A corresponen a les direccions en que es produeixen
els allargaments principals
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Tensors de deformacié de Cauchy—Green (i

Es vol determinar el canvi de magnitud del vector que mesura la
distancia entre dos punts veins P | Q despres de la deformacio..

(dS)? = dX - dX

. Q

s dX

(\p Gl uxy (L . (ds)? = dx - dx (ds)? = (dx)Tdx

el //;lx i
=0 (ds)? = (FdX)TFdX
X p
X2, X2 (dS)z = dXTFTFdX
x(X,t)

(ds)?=dX"™CdX mp C=F'F

X1, X . 0
LA C és I'anomenat tensor de

X3,x3 deformacio de Cauchy—Green dret
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Tensors de deformacié de Cauchy—Green (i

Es vol determinar el canvi de magnitud del vector que mesura la
distancia entre dos punts veins P | Q despres de la deformacio..

(ds)? dXT dX

= C
X (dS)2~ dS ~dS
A ulX,t) £ g
Sax/ (ds)?
2 = dNTC dN
X P (dS)2
Xz,Xz A
) A2 = dNTC dN
X1,9>C1 A1
C és 'anomenat tensor de
X3, %3

deformacio de Cauchy—Green dret

@@@@ D. Borges (UPC) Cinematica
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Tensor de deformacio de Green-Lagrange

(ds)? — (dS)? = dx - dx — dX - dX

(ds)? — (dS)? = dX'CdX — dXTdX

X (ds)? — (dS)? = dXTC dX — dXTI dX

\ P u(X, t)

il (ds)? — (dS)? = dXT(C — DdX

X CBy
) (ds)? — (dS)? = dXT(FTF — 1)dX
XX 1) (ds)? — (dS)? = 2 dXTE dX
> 1
X1,Xx1 T
E=—(FTF — I

X3, %3 2_( )
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Tensor de deformacio de Green-Lagrange

1
(ds)? — (dS)? = 2 dXTE dX E = (FTF —1)

1
E=> ((1 + V,u)T( + Vyu) — 1)

,/‘—~\\
/7 dX
1

' | 1
\\\P"—// ll(X, t) 4 E = E ((l + VouT)(I + Vou) — I)

// \

ldx/

1

1 1
1

1
E = (I+ Vou + VouT + vyuTvyu —1)

r

Xz,Xz/

x(X,t)

1
E =2 (Vou + VouT + VouTvyu)
X1, %1 1 <6Ul aU] aUk aUk)

E. =
X3, X3 H 2 BX] T BXl T aXl GX]
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Tensor de deformacio de Green-Lagrange

Components del tensor:

Deformacions normals:

U,

oU, U,

0X;

dX;

_|_

0X; 0X;

)

0u1 n 1 aul z N auz 2 N 0u3 2] E
1 7ox,  2|\ax, 0X,4 0X, 22
ou 1 _ ou 2 ou 2 ou 2]
Epp = o p Z|(2) 4 (H2) 4 (&8
0X;  2|\oX; 0X; 0X;
Deformacions de cisallament:
E _ 1 aul N auz aul aul auz auz aug aug
127 2\0x, 09X, 0X,0X, 0X,0X, 0X,0X,
£ 1/0u, N du; Jduqdu; O0u,du, OJu;dus
237 2\0X; 90X, 0X,0X; 0X,0X; 0X,0X,

‘@@@@ D. Borges (UPC) Cinematica

du, 1
= 4=
X, 2

1
E13:§

du,
0X,

(

aul

+

? N ou,
0X,

auZ

? N ou,
0X,

aul aul

>2

auZ auZ

aU,3 aU3

09X

90X,

0X, 0X5

90X, 0X5

09X, 0X5

)
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Tensor de deformacio de Green-Lagrange

Interpretacio fisica de la deformacido normal de Green en una direccio:

;7 ax

| p :

‘\\ / u(X, t) P q
~ ~__’, I,' ‘
Ldx/

7 !

Xz,.X'z/

L

x(X,t)

X3, X3

Proporciona la deformacio normal de Green

en una direccio la normal de la qual és N

@@@@ D. Borges (UPC) Cinematica

ds? — dS? = 2 dXTE dX

1
> (ds? —dS?) = dXT'E dX

1(ds? —dS?) dX de
2 dS?2 —dS T dS

1(ds? — dS?)

2 ds?
A

=N-EN
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Tensor de deformacio de Green-Lagrange

Interpretacio fisica de la deformacio de cisallament de Green :

Q
dX, .
0 P u(X ) ’ A dxg
dx, ) o
d dX, 1
X o r p Q 0 o, dxp
X0, Xo A pr. >
x(X,t)
> ||dxp||||dxq|| cos 8 = dxp . dxq

X1,%1

X3, X3
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Tensor de deformacio de Green-Lagrange

Interpretacio fisica de la deformacio de cisallament de Green:

|dx,||||dx4]| cos 6 = dx,, - dx,

A dX, cos O = AXp - dXq
[l ||| dxq |
g FdX,) - (FdX dX, "FTFdX
dXq - p cos O = ( p) ( q) cos = —2L 1
. 3/%/»’ dx, e, ||| dxq | e, ||| dxq |
dX
! (FdX,) (FdX,) dx,"c dX,
cosf = cos @ =
[ ||| dxq | e, ||| dxq |
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Tensor de deformacio de Green-Lagrange

Interpretacéao fisica de la deformacio cisalhante de Green:

dX,' CdX,
cos O =
e ||| x4 |
A qu
. dX, ' CdX,
1, cos O =
dXQ I \/dxq -dxq\/dxp - dX,
. w dx,
> T
dXp 056 — dX, CdX,

JdX, - CdX,.[/dX, - CdX,
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Tensor de deformacio de Green-Lagrange

Interpretacéao fisica de la deformacio cisalhante de Green:

dX,'C dX
cos O = P 1
JaX, - CdX,./dX, - CdX,
E, CE, dX, dX,
cos 0 = — —— —
VE; - CE,/E; - CE; dXp dX,
pr = prﬁl COS 0 _ C12 A
VC22+/C11 2 Eq,
_ ™ cos O =
dXq = dXoE, 1 i J1+ 2B /1 + 2E;;
E=-(C—1) mp C=2E+I

J
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Tensor de deformacio de Green-Lagrange

Interpretacio fisica de la deformacio cisalhante de Green:

cos 8 = sin (g— 9)

T

Y:(Pp‘l'(pqzz_e

cos 8 = siny

@@@@ D. Borges (UPC) Cinematica

2 E1p
J1+2E; 1+ 2E,

cos @ =

2E,
J1+2E; 1+ 2E,

Ssiny =

1
E12 — 2_\/1 + 2E22\/1 ~+ 2E11 Siny

La deformacio finita de cisallament E,, depen tant de la distorsio
angular (y) com dels allargaments dels elements/fibres implicats.
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Tensor de deformacio de Almansi

p
(ds)? = dx - dx
dX =F 1dx

(dS)? = dX - dX
édS)z = dxTF~TF~1 dx |

‘@@@@ D. Borges (UPC) Cinematica

(ds)? — (dS)? = dx-dx —dX - dX
(ds)? — (dS)? = dx1dx — dx'F TF1dx
(ds)? — (dS)? = dxT(1-FTF1) dx

(ds)? — (dS)? = 2 dx"e dx

1
e=- (I-FTF1)
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Tensor de deformacio infinitesimal de Green (i

Quan el gradient de desplacaments és petit, Vu «< 1(és a dir,
Infinitesimal), els termes quadratics de les components del tensor de
deformacio de Green es poden negligir.

1 1
E=> (Vou + Vou' + VouTvyu) # £=> (Vu + vuT)

Observacio: La interpretacio fisica de les deformacions de cisallament es simplifica.

1 . 1 . 1 .
E, = 2—\/(1 + 2E,,)(1 + 2E{1) sinyq, - E19 = 2—\/1 + 2E;1 + 2E55, + 4E,,E 1 siny, = 2—51n Y12

1 1 1

E12 = Z_Sin V12 = Z—tan Y12 = 2_)/12
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Tensor de deformacio infinitesimal de Green (i

s s . 1

Interpretacio fisica: e = (Vu+Vu') |

1(ds? — dS?) Com que les deformacions son petites: ds + dS ~ 2dS

- =N-EN

2 dS?

2dSds —dS _
$ 2ds~ ds ¢

1(ds + dS)(ds — dS) CN.eN ds — dS
2 dS?2 - NE s AoEn
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Tensor de deformacio infinitesimal de Green (i

1
£ = E(Vu + VuT)

Notacio cientifica Notacio d’enginyeria
€11 €12 €13 I 1 1
€=1&1 &z &3 Ex nyy nyz
€31 €32 €33 |1 1
€= nyy €y Eyyz
Exx E€xy Exz 1 1 .
€= |%x &y ¢&yz g Vxz ¥z Z
Ezx gzy €2z
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Tensor de rotacions infinitesimals

Tot tensor de segon ordre es pot descompondre en un tensor simetric
| un antisimetric:

1 1
Vu=—(Vu+VuT)+§(Vu—VuT) # Vu=¢+Q

€ )
tensor de deformacio tensor de rotacio
infinitesimal infinitesimal

Aguests tensors només tenen aquesta interpretacio fisica guan les
deformacions son infinitesimals, és a dir, ||Vu]| <<1
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