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Introduccio (i

La necessitat d’establir una t

mesura de l'estat de b /T
sol-licitacio interna d’'un cos va P l
portar a la creacio dels :
conceptes: x4

» Vector tensio:

> Tensor de tensions. >
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Tipus de sol-licitacio

» Forces de contacte o de superficie: t
> Forces de cos o de camp: b

» Forces de contacte o de superficie entre les
diferents parts

» Abstraccio proposada inicialment per Cauchy

E

|
|
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AF
n(x)

AA



Vector tensio

AF

AA

El vector tensié (t) correspon a la
tensioé en un punt de coordenada x,
actuant sobre I'area la normal de la

qual és n(x)
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* n(x): vector normal unitari en un punt x
d'aquesta superficie S generada pel tall;

» AF: forca resultant que la part 2 exerceix sobre
la part 1 en aquesta area. Aquesta resultant no
€s necessariament paral-lela a n(x);

El vector tensio es defineix per:

() = 1 AF
)= A0 A4



Component del vector tensio

El vector tensio es pot descompondre en 2 components:

1. Component normal a la superficie:
t,=(t-n)n
”tn” =1-n

2. Component paral-lela a la superficie:

t,=t—t,
Its]l = VIIEN2 — [It, |2
@)@@@mges(mmm—g




Tensions

UNIVERSITAT POLITECNICA
DE CATALUNYA
BARCELONATECH

Equacions d’equilibri

@ D. Borges (UPC)



Forces de superficie

Cares externes: Cara del tall:

_t3

X1
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Volum del tetraedre &)

n=[n ny nz]’ Altura del tetraedre: 1+ X3
h = 0A = 0A
_cosa _n1 /i
h = OB cos6 = OBn, / > X,
h = 0C cos B = 0Cns 0A
X1
Volum:

1 1__ _ —
=—hA=-04AA;, ® 0AnA=0A4AA, W A, =nA

V
3 3

1 1__ __ __
V=3hA=30B4, ®» O0Bn,A=0BA, ® A, =n,A

1 1__ _ _
V=3hA=30CA4; B 0Cnz;A=0CA; W A; =n;A
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Equilibri de forces

dv
ZF=ma: jtdF+jde=jpEdV
%4

r %4

dv
Aq A, As vV

A vV

~ YT -~ - Y -~ ~ ~N -~

Forces de Forcesde Forca
superficie cos inercial

Pel teorema del valor mitja:

f (—t)dA = —A;t;(x;) j tdAd = At(x,) f bdV =V b(x,)
Aj A %4

‘@@@@ D. Borges (UPC) Tensions 12



Equilibri de forces

Com que és un element infinitesimal:
V-0
h—-0

Xi ) Xpn, Xp 7 X

dv
Aq A As A %4 74

dv
—A1t(X1) — Azt (X3) — Asts(X3) + At(xy,) + V b(x,) = PEV

dv
—Anit(x1) — Anyty(X;) — Ansts(x3) + At(x,) + Vb(xp) = p EV

h dvh
—n1t; (X1) — nata(Xz) — natz(x3) + t(xy,) + 3 b(x,) = P13
—n1t (X) — 1yt (%) —natz(x) +t(x) =0

t(x) = nyt; (x) + nyty(X) + natz(x)
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Hipotesi de Cauchy O

»En un mateix punt del cos, de coordenada
X, Si es modifica l'inclinacio (la normal n),
el vector t(x) també canvia.

»t varia linealment amb n;

» EXxisteix una transformacio lineal del vector n
gue dona el vector t.

t,=(t-n)n » Aquesta transformacié lineal defineix el
tensor de tensions.

t.=t—t,
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Tensor de tensions

EquaC|6 d,eqUiIibri: t(X) — nltl(X) + nztz (X) + n3t3 (X)

Els vectors de tensio, en termes de les components en el sistema
X3 cartesia, es defineixen per:

o o o
| T2 11 21 31
Tz t; = 4012 t, = 1022 t; =032

013 o o
}ﬁ S0, 23 33

113
T12 |T21 . . L
% — X5 Podem reescriure I'equacio d’equilibri com

011 021 031]{"1

t(x)=[012 022 032 nz} » tx)=0¢'n
'

013 O3 033]\nN3

Tensor de tensions
de Cauchy

‘@@@@ D. Borges (UPC) Tensions 16




Tensor de tensions

Les components del tensor de tensions s’obtenen fent: ¢’ = t;®e;

X3 Oas 011 021 031
A aT={012}{1 0 O}+{022}{0 1 0}+{032}{0 0 1}
%1-32 013 023 033

T31 T23 _ - _ _
o1 0 O 0 o, O 0 0 o34

T13 }""’22 oT=|o, 0 0|+]0 oy, O|+[0 0 o3

‘Tu T21 \ o3 0 0] |0 035 0] [0 0 o033
X7
011 011 021 031
ol =|012 0y 032‘
1013 023 033

Propietat important: ¢'e; = (t;Qe))e; = tie;"e; = t;6;; = t;
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Tensor de tensions de Cauchy

t(x) =0o'n

» El tensor o, anomenat tensor de
tensions de Cauchy, té la propietat que,
guan opera sobre un vector normal a un
pla de tall, dona el vector tensio que
actua en aquest pla.

 Tambe és valid per a problemes

X1

‘@@@@ D. Borges (UPC) Tensions

dinamics, ja que el terme d’inercia va
desapareixer de manera natural, igual
que el terme associat a les forces de
COS.

18



Tensor de tensions

Prenent un punt x d’'un cos, fem 3 talls paral-lels Cada vector tensio (t) té 3
als plans cartesians. A cada cara actua un vector components en les direccions
tensio (ty, t; e t;): cartesianes:

033

D. Borges (UPC) Tensions 19



Convencio de signes

Superficies “positives” Superficies “negatives”
La normal de la superficie apunta en la direccio positiva La normal de la superficie apunta en la direccid
del sistema cartesia negativa del sistema cartesia
AZ VA
O-ZZ o
X
ik

T T
—> 0. yx XZ
Txz } yy y o y
Txy |Tyx Yy <7
> . >
vz 7 Lzx

Oxx Tzy
X X !
O-ZZ
Les tensions que actuen en la direccio Les tensions que actuen en la direccio
positiva de les coordenades son positives negativa de les coordenades son positives
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Convencio de signes

Components normals

El signe té significat fisic:

o; >0 = Traccid

0; <0 ® Compressid

X1

D. Borges (UPC) Tensions 21



Equacions diferencials del moviment

Per equilibri de forces:

dv dv
ftdF+fbdQ=prdQ ‘ JGTndF+jbdQ=jpEdQ
Q

I Q Q I Q

Pel teorema de la divergencia:

_ dv dv
fle(O‘T)dV+jbdQ=jpEdQ ‘ j V-O'T+b—pd—t dQl =0
Q Q Q Q

V.-¢'+b dv—o
° Plac ~
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Simetria del tensor de tensions

Per equilibri de moments:

dv
jx xrdl+ jx xbd = ]x % Pt ) l, Teorema de la divergéncia
r Q Q
T dvy
" t(X) =0 n (eijkxjalk) ldQ + eiijjbk dQ = €ijkXj IDE d()
Q Q Q
T dv
r Q Q
‘ Notacio indicial j eijkx]',lo'lkdﬂ + j eijkx]'O'lk’ld.Q + ] eijkijk df)
Q Q Q
dvk dvk
ejjXjondl + | ejxiby dQ = | e;jx; P dQl = fel-jkxj pﬁ dQ}
r Q Q Q

‘@@@@ D. Borges (UPC) Tensions 24



Simetria del tensor de tensions

jeukx] lo.lkd‘Q'-l_Jeijkxjo-lk,ldﬂ-l_feijkijk d.Q=J i
Q Q Q

dvy
j <eiijjO'lk,l + eijkijk eukx] P dt >d.Q =0
Q

dvy,
(lel-l_bk_ P dt )dQ—O

\

eiijj,lO'lde. ~+ j
Q

l

eukx] lo-lkd‘Q‘ + f eukx]
Q

Considerant I'equacio de
moviment

eiijj’lO'lkd.Q =0

l
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A

O

Xj1 = 9ji

L

eijk 511 Ulkd.Q. =0

l

Ulk5jz = Ojk

Jeijkajkdﬂ =0
Q
eijkgjk = 0

L

rk=1: 0'23—0'32=0

k=2:0-31_0-13=0 ‘ O'ij=0'ji

\k=3: 0-12_0-21=0

25
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Mudanca de base &

Admetent dues bases vectorials: (e; e, e3) (e; €, @€3)
t=on > Rt=0Rn
U
R IRt=R 16Rn
Y
t=R 16Rn
‘ Matriu ortogonal
t=R'6Rn
U
o = RT6 R
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Tensions principals &

Donat un punt de coordenada x al cos, sera possible identificar un pla
de tall que passi per aquest punt, amb normal n, de manera que
aquest pla només tingui tensions normals?

t=on+1c W t=on

on=on
. on=o0ln

. (6—0o)n=20

. Per obtenir una soluci6 no trivial: det(o- — O—D =0

(Problema d’autovalors i autovectors)
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Invariants de tensio €

Equacio caracteristica:

det(c—AD=0 W B-LA22+L1-1,=0

11 = tI'(O') = Oji

1 1
I, = E(o' 10 — tr(()')z) — E (O'ijo'ji o O'iio-jj)

13 — det(O‘)

=» |es arrels de 'equacio caracteristica donen els autovalors: les tensions principals.

=» Cadascuna de les tensions principals esta associada a una direccié principal: n', n? e n3.
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Determinacio de les direccions principals @

»Comengant per n'.
Com que el sistema és singular,
s’hi afegeix una equacio:

011 — 01 021 031 nj 0
012 022 — 01 032 ny ¢ =10 L M2+ )2+ nd)? =1

El vector ha de tenir norma unitaria.

> Es repeteix el procés per a n?

> n3_n'x n2;
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Tensions esferiques | desviatories

Donat un tensor arbitrari, el podem descompondre en dos tensors amb caracteristiques
fisiques particulars:

om 0 0 011 — Om 021 031
6 = ¢° + ¢¢ ’ c=|0 o, 0|+ 012 022 = Om 032
0 0 o, 013 023 033 — Om
Tensor esferic o Tensor
hidrostatic desviatoric

Tensio mitjana: Om = —

Aquesta descomposicio té com a objectiu identificar accions de naturalesa fisicament diferent que estan relacionades amb
caracteristiques de resisténcia dels materials també diferents. Per exemple, alguns materials tenen la fallada associada a

esforcos normals (relacié amb les tensions esfériques) i d’altres, associada a esforcos de cisallament (relacié amb les
tensions desviatories).

‘@@@@ D. Borges (UPC) Tensions 31




Tensions

UNIVERSITAT POLITECNICA
DE CATALUNYA
BARCELONATECH

Estat Pla de Tensions

@ D. Borges (UPC)



Estat Pla de Tensions

Oz7)Txz) Tyz = 0

Z

X
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Vector tensio

t=o0on Oxx Txy O Opx  Try
C= |ty Ty O ‘ °= [Txy Uyy]
0 0 O

=l o]t

Ly Txy  Oyy] (My

{tx} _ rxx Txy] {COS a}

ty)  [Txy Oyy|lsina

{tx} {O'xx COS @ + Tyy Sin a}
ty Tyxy COS QA + 0y, SINQ
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Canvi de base (i

{tx} {axx COS @ + Ty Sin a}
Ly Txy COS QA + 0y, SiNQ

: . cosa Ssina
La matriu de rotacio és: Q= [_ Sing  cos a]
{0} _[cosa sin a] {tx}
T —sina cosal(ly
o cosat, +sinat,
T sina ty +cosat,
Oyy

2 2 :
{0‘ _{ Oxx COS“ @ + 0y, SIN“ a + 2 T,y Sina cos a }

Tyy(cos? a —sin? @) + (0, — 0xy) sina cos

‘@@@@ D. Borges (UPC) Tensions 35




Canvi de base (i

Oyy

2 ) .
{g}_{ Oxx COS“ & + 0y, Sin“ a + 2 T, Sina cos }

Tyy(cos® a — sin® a) + (ayy — axx) sin a cos

Utilitzant les identitats trigonometriques:

Cosza=1+c2052a Sinzazl—CZOSZCZ sinZ2a = 2 sina cosa
Oxx T O Oxx — O _
o= > ¥Y 5 yyc052a+rxysm2a
Oxx — O ]
T=— YY sin 2a + T, cos 2a
2 Xy
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Cercle de Mohr (i

-
Oxx T+ Oyy  Oxx — Oyy _
o — = Cos2a + Ty Sin2a
) 2 2
Oxx — Oyy .
T=— > Sin 2a + Ty, COs 2a
N
4

2
(0 Oyxx T+ ayy) _ (axx — Oyy

2
5 > ) cos? 2a + 12, sin? 2a + T,y (0xx — 0y ) Sin 2a cos 2a

< +

2
Oxx — O . .
72 = ( > yy) sin? 2a + 12, c0s? 2a — T,y (0xx — 0y, ) Sin 2a cos 2a

2

Oy + O Oy — Oy 2
) Ll ) Y
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Cercle de Mohr (i

Equacio d'un cercle: (x —x.)*+ (y —y.)?> = R?

A

T 2 2
Oyxx T Oyy > (Oxx — Oyy 5
(G_ 2 ) T _( 2 ) T Ty
R Oxx T Oyy
Xo = >
» O_ .
(X Ye) Ve =0

. O-xx_o-yyz 2
= ( 2 )”xy
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Cercle de Mohr

r) = (e™n)

ﬂ Txy)
w
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Cercle de Mohr

{:} =Q (oTn) Oyy

(Uyy' _Txy)
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Cercle de Mohr €

Tensions principals:

T o4 =X, +R

Oxx T Oyy N (axx — ayy)z g2
2 Xy

01 =
2 \
(0-21 O) (0-1; 0)
0)
0y = xc — R
Oxx T Oyy Oxx — Oyy\* 5
(Uyy' _Txy) %2 = 2 B \ ( 2 ) T Ty
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Cercle de Mohr (i

Tensio de cisallament maxima:

Tmax = R

— 2
_ Oxx — Oyy 4 72
Tmax = 2 Txy

T‘max '
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