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Producte intern €

Uu-v=1uv; =«c Projeccio d'u a v, o vice-
versa
u-v=|lull||v|fcos 6

Dos vectors son ortogonals si: u-v=|ulll|vl]cosO > u-v=20
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Aplicacio del concepte d'ortogonalitat

Exemple:
Volem trobar la millor aproximacio de v(x,y,z) en el pla xy:

La millor aproximacio sera aquella La norma del vector (v —u)és
que condueixi a I'error més petit, és a minima quan aquest és ortogonal
dir, aquella per a la qual el vector v—u Z al pla xy, és a dir, quan ées

“ tingui la norma més petita | ortogonal al vector aproximat u

y
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Ortogonalitat de funcions

Podem generalitzar el concepte de producte intern de vectors per les funcions:

wv=) uve (9= | gy

Dues funcions fi g son ortogonals, en un interval, si el producte intern entre elles és
nul:

UDf (%, )9 (x, y)dxdy = 0
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Aplicant el concepte d'ortogonalitat de funcions

En el contexte vectorial

En el contexte de funcions:

ﬂl)f (6, ¥)g(x, y)dxdy = 0

ﬂ R(ag,ay, ..., an,x,y)P;(x,y) =0
D

En el Métode de Galerkin, 'objetiu és
minimitzar la funcio residu:

Funcid d’aproximacio
N

g = uo(%,) + ) ajh;(x,y)

j=1

Funcid residu —8 Error d'aproximacio

R(ay, a4, ...,a,,x,y) = L(u,)

- La funcié d’aproximacio ha de ser
ortogonal a l'error
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Equilibri en una barra (i

/\y, v
Qx(x) = X P

E,A X, U

>~

Equacio diferencial:

d?uqy(x)
EA dxz — _q.X'(x)

Condicions de contorn:

uy(0) =0

N(L) = P - duj(L) EA =P
X

Funcio d’aproximacio:

n

fi(x) = z a;x"

1=0
Funcio residu:

d20(x)

R(a(x)) = EA o

+ qx(x)

Aplicacio del MRP:

L
f R(ﬁ(x))Wi dx =0
0

dx?

L 25
J (EA dix) + qx(x)> W;dx =0
0
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Equilibri en una barra — Forma integral &

v, v
G (x) = cx L a2 (x L d?i(x L
P j (EA (2)+qx>Widx=Oﬂj (EA (2)>Wl-dx+J(qx)Widx=0
ﬂ E.A X, U 0 dx 0 dx 0
4 L 4
A /

Aplicant I'integracio per parts: ju dv =uv — j vdu

L daco) _ 1IE L da)dw;
j Wi dx = (W, EA —J EA dx Condici6 de contorn
0 dx 0 dx dx
0 natural:
' Iment en
L dﬁ(x) L L du(x) dW Aparelx’en Tatura e
EA . = EA — EA dx W; d el procés d’integracio per
JO < dxz +q’“> Wi dx [W‘ dx ] 0 JO dx  dx +f ()W dx
L dzu(x) di(L) dii(0) L da(x) aw; L
- EA— | EA dx W; d
L( dx? )Wd Will) =2y dx fo dx dx +qu i 0
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Aplicant les condicions de contorn

di(L) di(0) L da(x) dw; L
y,v . s — ! —
WL(L{ — EA} Wl(0£ —— EA JO EA— ———dx+ JO g W; dx =0

PARNRRNN

'
"’ZVI\«\:

L dﬁ(.X') dWl L
0 X ax 0

Aquesta equacio significa, fisicament, una imposicié d’equilibri en forma integral per a un medi
unidimensional amb comportament axial.
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L da(x) dw, L
0 X ax 0

AARNRRNN

La funcié d’aproximacio d(x) ha de satisfer la condicié de contorn essencial del problema:

N n n
U, = ug(x) + z a;¢;(x) Uo(x) = do > fi(x) = Z a;xt 2(0) =0 > f(x) = Z a;x"t
i=1

¢i(x) = x! i=0 ap =0 i=1

Adoptant n=2:  1(x) = a;x + a,x?

Pel Métode dels Residus Ponderats: Versio de Galerkin del metode:
L Les funcions de pes son les
~ _ : — . — 4l mateixes que les utilitzades
jo R(u(x))Wi dx =0 - Wl(x) qbl(x) x en la funcio d’aproximacié

‘@@@@ D. Borges (UPC) Intro MEF - Elements de barra 11



da(x) dW,

L L
[WL(L) Nf + WL(O) Ni — _[0 EA dx  dx dx + fo qui dx = 0]

aw, (x)/dx -1

W (x) =
i(x) = ayx + ax* - 1) = -

W,(x) = x* dW, (x)/dx — oy

L L

EA-(a1+2a2x)-1dx+j cx-xdx =0

i=1: L-P—O-(a1+2a2L)-EA—J
0

0

3

cL
L-P—EA-(a1L+a2L2)+T=O

L L

EA-(a1+2a2x)-2xdx+f cx-x%dx=0

[ = 2: LZ'P—O°(a1+2a2L)'EA—j
0

0
4L3> c L*

12 P—EA- i[> +a,— | +——=0
(a1 + a, 3 4
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[LP EA- (a;L + L2)+CL3—O ( L+ LZ—PL+CL3
< it a2 3 - < hb TG = AT 3k
[*-P—EA-|a,l* + d +CL4—0 L? + 4L3—1DL2+CL4
\ ht T+ 273 4 \ Y T RT3 T A T4
( N L_P+cL2 _P+7cL2
- < fT 2t = AT 3k - “ T EA T 12EA
4L P cl? Lo _ck
Mt =t i 27 4EA
Y,V
| a@=o p
5 2(x) = P N 7c L? cL
z ea xu ST EAT12E4)" T 3BT
L 4
/
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Desplacament vs. funcio d’aproximacio

09
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Esfor¢c normal vs. funcio d’aproximacio

. 25
u(x) a;xt

R

=1

201

O grau de precisao de
grandezas que envolvem
derivadas da funcao de
aproximacao (esforco
normal) é menor que o
ograu de precisao da funcao
de aproximacao
fundamental;

N(x)

10
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Esforco normal axial
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Aproximacio del camp de desplacaments

O

)2 [fL £ du(x) déu(x) y
X 0

L
X = J qxSu(x)dx + su(L) Ny + 6u(0) Nz]
0

. ) |
o A=) e

NY
qx(x) = cx
EA
L |
/l
I
1 2 X
Sabem:
(0) = uy Ao = Ug
(L) = u, ap + a1L = u, |
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Funcid d’interpolacié &

u . u2> di(x) = &,(x) =7

1 5 % dx
~ U — Uy d
— + X X
He) ST £x(x) = d_x<(1 -7) +z”2>
fery = (1% X
i(x) = (1 L) u; + T U . .
gx(x) = —T Ut T

10 =[1-7 7] i)

1 171 (u
ti(x) = N(x) u &x(x) = [_Z Z] {u;} ‘ &x(x) =B(x)u
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Metode de Galerkin €

u(x) =Nx)u

L
J £ du(x) déu(x) q
0

L
dx  dx 7 fo qxOu(x)dx + du(L) Ny + 6u(0) N;

&,(x) =B(x)u

du(x) =? Les funcions de pes son les mateixes que les utilitzades en la funcié d’aproximacio

X X
Su(x) = (1 — Z) duq + ZSuz

du(x) = N(x) 6u

déu(x)
dx

1 1
= 0¢&,(x) = —7 Su, +Z5u2 ‘ de,(x) = B(x) Su
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Metode de Galerkin €

u(x) =Nx)u
&x(x) = B(x) u
du(x) = N(x) 6u
de,(x) = B(x) Su

L
f £ déu(x) du(x) q
0

L
dx dx X = JO du(x)qydx + du(L) N¢ + du(0) N;

L L
j EA(B(x)6u) - (B(x) u)dx = j (N(x) 5u) g, dx + (N(L) Su)N; + (N(0) Su)N;
0 0

L L
f EA(B(x)Su)T(B(x) u)dx = j (N(x) 8u)gy dx + (N(L) SWN; + (N(0) Su)N,
0 0

L L
j su’ EA(B(x))TB(x) udx = j (N(x) Su)q, dx + (N(L) Su)Ns + (N(0) Su)N;
0 0
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Metode de Galerkin €

L L
f su’ (B(x))TE AB(x) udx = f (N(x) Su)q, dx + (N(L) Su)Ns + (N(0) Su)N;
0 0

‘ Treient du com a factor comu

L L
su’ jo (B(x))TEA B(x) dxu = jo (N(x) su)q, dx + (N(L) Su)N; + (N(0) Su)N;

¥

L L
suT jo (B(x)) EAB(x) dxu = u” jo (N(x)) ' gy dx + 5uT(N(L)) ' N; + 5uT(N(0)) ' N,

Lk
L T L T T T
Su' <Jo (B(x)) EAB(x) dxu — —[o (N(x)) q, dx — (N(L)) Nf — (N(O)) Nl-> =0
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Metode de Galerkin €

L
su’ (JL (B(x))TEA B(x) dxu — j (N(x))qu dx — (N(L))TNf — (N(O))TNi) =0
0 0
’r Perou =0

L L
j (B(x)) EAB(x) dxu — f (N()) g, dx — (N(L)) 'N; — (N(0))'N; = 0
0 0

_ - / _ - /
k

fe

¥

ku=f,
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Element finit de barra €&

Ly —> NG =[1-7 7 B(x) =

1 2 X L L

1
Z[_l 1]

Matriu de rigidesa:
EA (L _ EA (* _ _ _
=Tjo [11][—1 1dx m k=L—2j0 [_11 11](1 .}k_L_ZlL L] ® K- [_11 11]
Vector de forces nodals:

X7

_1—— -1
ezj;)L L qxdx+[(1)]Nf+[(1)]Ni ‘ fe=joL

~1 %

N;
q, dx + [Nf]

~1 X
~l R
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Relacio entre sistemes de coordenades

Sistema de
coordenades local
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Transformacio del sistema global cap al local
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Intro MEF -

Pels desplacaments

u=Ucosa+V sen«

v=-Usena+V cosa

u CoOSx Sena u
= 3 ;
1% —Ssena COSo V

- \—)

sistema Matriu de sistema
local rotacio global
u=RU

Elements de barra

Per les forces:

f.=F.cosa+F sena

f,=—F,sena+F, cosa

f=RF
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Transformacio del sistema local cap al global

Pels desplacaments Per les forces:
U=ucosa—-vsena F.=f.cosa—f, sena
V=usena+vcosa F,=f. sena+ f, cosa
Ul |cosa —senal (u
V] |sena cosa ||V

U=R"u F=R'f

Matriu R és
ortogonal
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Matriu de rotacidé d’'un element de barra amb dos nodes @

e N — 1 r 3
U, cosa  sena 0 0 U,
12 —sena Ccos« 0 0 4

= ] >
U, 0 0 cosaa sena | |U,
v, 0 0 —sena cosa] |V,

\ J L - J
u=RU

-»
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Matriu de rigidesa de I'element en el sistema global @)

Y 4

RelT fel _ RelT kel Rel Uel

® Kel ?
F¥ = K9 U¢ R g
g u’ =RY U
< — F¢ = R“ T ke RY UY
i f' =k u” Fé =K< U“

‘ fel :kel Rel Uel

- RelT fel _ RelT kel Rel Uel

‘@@@@ D. Borges (UPC) Intro MEF - Elements de barra 29



Elements de barra

UNIVERSITAT POLITECNICA
DE CATALUNYA
BARCELONATECH

Muntatge de la matriu de rigidesa

@ D. Borges (UPC)



Matriu de rigidesa de I'estructura

3
Ii) 4
1 3
R
1 3
{ Estructura J { Elements }
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Matriu de rigidesa de I'element (sistema global) €

3 1 Kell KelZ Ke13 Ke14
) 4 2 Ke21 Ke22 Ke23 Ke24
3 N K3, K33 K34
1 3
! 2 ‘ 4 4 Ke41 Ke42 Ke43 Ke44
1 3
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Matriu de rigidesa de I'estructura

1 2 3 4 5 6
1 0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0 0
3 0 0 0 0 0 0
4 0 0 0 0 0 0
5 0 0 0 0 0 0
6 0 0 0 0 0 0
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Element 1 2 3
P P
Estructura 2 5
1 2 3 5 6
1 1 1
K6111 K® 12 K® 13 K® 14
1 1 1
Kelzl K® 22 K® 23 K® 24

el
K 31

el
K 32

el
K 33

el
K 34

el
K 41

el
K 4?2

el
K 43

el
K 44
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3 Element 2 2 3
P P
2 iG Estructura 2 3
5
1 1 2 3 4 5 6
1 2 1 2 2 2 1 1
1| K& + K5 K&, + K505 K®3 K& 14 K&3 K®14
1 2 1 2 2 2 1 1
2 | K&, + K&y, K&y, + K525 K& 53 K& 54 K®53 K®24
2 2 2 2
3 K®3, K®3, K®33 K®34
2 2 2 2
4 K& 41 K®4, K®43 K® 44
1 1 1 1
> K®31 K®3, K& 33 K®34
1 1 1 1
6 K41 K®4, K® 43 K44
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Element 3 1 2 3
P P P
Estructura 3 4 5
1 2 3 4 5 6
el e2 el e2 e2 e2 el el
K®*q + K&y Ke*, + K&, K®13 K®14 K®*13 K®*14
el e2 el e2 e2 e2 el el
K®%5p + K&y K®,, + K5, K®)3 K®54 K®53 K®*54
e2 e2 e2 e3 e2 e3 e3 e3
K®34 K®3, Keo33 + K57 1 K®55, + K2, K®13 K®14
e2 e2 e2 e3 e2 e3 e3 e3
K®41 K®42 KE43 + K57, 1 K& + 1555, K®)3 K®4
el el e3 e3 el e3 el e3
K®34 K®3, K®3, K®3, K&33 + K555 K&34 + K&
el el e3 e3 el e3 el e3
K& 41 K& 42 K®41 K® 4, K& 43 + K575 K&g + K574,
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Element 3 1 2 3
P P P
Estructura 3 4 5
1 2 3 4 5 6
el e2 el e2 e2 e2 el el
K®*q + K&y Ke*, + K&, K®13 K®14 K®*13 K®*14
el e2 el e2 e2 e2 el el
K®%5p + K&y K®,, + K5, K®)3 K®54 K®53 K®*54
e2 e2 e2 e3 e2 e3 e3 e3
K®34 K®3, Keo33 + K57 1 K®55, + K2, K®13 K®14
e2 e2 e2 e3 e2 e3 e3 e3
K®41 K®42 KE43 + K57, 1 K& + 1555, K®)3 K®4
el el e3 e3 el e3 el e3
K®34 K®3, K®3, K®3, K&33 + K555 K&34 + K&
el el e3 e3 el e3 el e3
K& 41 K& 42 K®41 K® 4, K& 43 + K575 K&g + K574,

‘@@@@ D. Borges (UPC)

Intro MEF - Elements de barra

37



3
2 6
5
1 1 2 3 4 5 6

1| K+ K2 0 KE, + K2 K23 K214 K13 K14

2 | Ky + K2 0 KE,, + K, K255 K224 K3 K4

3 K23, K23, K235+ KEpy 1 K23, + K, K13 K14

4 K241 K24 K243+ K5y 1 K2y + Ky, K53 K24

> K3 K3 K31 K3, KE1gg + K55 1 K5, + Ky,
6 K41 K4 K4 K4 KEhys + KSs K + Ky,
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